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A Michéle, Sophie et Marie

Préface

Ce livre est consacré aux groupes. Les ouvrages traitant de cette théorie sont nombreux,
notamment en langue anglaise ; pour la langue francaise, on citera ceux de J. Calais ([6]), de
N. Bouvier ([5]) entierement consacrés aux groupes ; d’autres, comme le Cours d’algebre de
D. Perrin ([22]), et la « somme » de J.-M. Arnaudies et J. Bertin ([3]) traitent une large part
de la théorie, entre autres themes d’algebre.

Notre livre vise a compléter ces textes, mais il prétend a une certaine originalité.

e C’est un livre de cours par les exercices qui tente de suivre une démarche d’auto-
enseignement. Ainsi, I’étudiant devra lire cet ouvrage crayon en main, et sera amené a
démontrer la plupart des théoremes lui-méme. Bien sir, ces exercices sont corrigés de
facon tres détaillée.

e Nous y avons inclus un certain nombre de problemes, également corrigés. Bien que d’une
ampleur moindre qu’un probléme de Capes ou d’Agrégation, ils visent a concrétiser, sur
des exemples précis, les concepts de la théorie.

e Le plus souvent possible nous avons utilisé le langage de la géométrie qui donne un éclai-
rage saisissant a des propriétés qui paraissent purement algébriques’.

e Enfin I’ouvrage offre la palette la plus large possible d’exemples réels de groupes. Notre
conviction est, en effet, qu’on ne comprend bien une théorie que lorsqu’on est assez fa-
miliarisé avec le domaine auquel elle s’applique, avec les €tres qui la peuplent... Et nous
n’avons pas hésité a détailler au maximum les corrections, afin de ne laisser aucun point
obscur ; enfin nous I’espérons.

Bien siir, il a fallu faire des choix. Nous avons été amené a renoncer a toute présentation de la
théorie de Galois, alors méme que c’est 1’origine historique de la théorie des groupes ; et nous
n’avons pas abordé les développements passionnants que sont la théorie des extensions de
groupes, ainsi que celle des représentations de groupes. Enfin, il n’est pas non plus question
des propriétés topologiques des groupes.

1. Lire et relire I’excellent [21].
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Quelques remarques sur les notations. Le groupe diédral est trés présent dans les exercices,
car suffisamment simple et compliqué pour étre exemplaire. Ayant 2n éléments, avec n entier,
il est parfois noté I, car il est groupe de symétrie du polygone régulier a n éléments, et
contient le groupe cyclique a n éléments... Nous avons choisi de le noter D,,, I’indice étant
alors le cardinal ; cela nous parait en effet plus conforme aux habitudes récentes. De la méme
facon, nous notons Z/n le groupe additif quotient de Z par le sous-groupe des multiples
de n; c’est un compromis entre la notation Z/nZ un peu longue, et Z, qui peut préter a
confusion (avec nombres p-adiques). Plus important, et discutable, nous faisons souvent jouer
au groupe noté Z /n le rdle du prototype d’un groupe cyclique d’ordre n. Or, ce n’en est qu’une
réalisation particuliere, additive, avec un générateur privilégié (la classe de 1), de méme que le
groupe des racines n-iemes de 1’unité en représente une autre réalisation. Il aurait sans doute
été préférable d’avoir une notation différente pour « le » groupe cyclique d’ordre n, compris
comme le groupe engendré par un élément x d’ordre n, de présentation (x | x*). On trouve
parfois une écriture comme C,,. Notre choix risque de dérouter, surtout qu’il nous arrive de
jongler entre notation additive et multiplicative, mais ce type d’écriture « a isomorphisme
pres » est fréquent... et a des avantages. On nous pardonnera aussi, peut-étre, certains « ssi »
mis pour « si et seulement si ».

Pour terminer, parlons de notre public, enfin du public souhaité : les connaissances néces-
saires pour nous suivre sont celles qu’a acquises un étudiant de Licence 2. Il lui est demandé
une certaine familiarité avec 1’algebre linéaire, et avec les rudiments de 1’algebre générale.
Ce livre devrait donc étre utile aux étudiants de Master, ainsi, bien sfir, qu’aux candidats aux
concours Capes et Agrégation. Espérons également qu’il saura plaire aux simples amateurs
de mathématiques.

Ce livre ne serait pas ce qu’il est sans les conseils éclairés que m’ont donnés de nombreux
collegues et amis, spécialistes ou non de la théorie des groupes. Je remercie en particulier
Dong Ye pour sa relecture attentive, mais il va de soi que les nombreuses erreurs qui subsistent
sont enticrement de mon fait. Merci également aux éditions Dunod pour la qualité de leur
travail éditorial.

Cette troisieme édition a permis de corriger certaines erreurs et d’ajouter des précisions :
merci a Francois Digne pour ses remarques. Nous avons également proposé quelques pro-
blemes supplémentaires.
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Chapitre 1

Groupes
Groupes cycliques

1.1 GROUPES, SOUS-GROUPES, ORDRE

Un groupe G ou (G, *) est un ensemble muni d’une loi * associative qui admet un élément
neutre et pour laquelle tout élément a un symétrique. Cela s’écrit :

Vx,y,2€G, xx (y*z2) = (x*y)*z
Je € G, xxe=exx=x
Vx€G, I €G, xxx' =x' xx=e
Si, de plus :
Vx,y€G, xky=y*xx
on dit que la loi est commutative, G est commutatif ou abélien. On note la loi de com-
position par *, par X, ou par... rien du tout. Si la loi est commutative, on écrit plutot +.
On montre facilement que 1’élément neutre est unique, il est noté e, 1 ou 0 dans le cas
d’une loi commutative ; le symétrique de x est également unique, il est noté x~! ou —x
(cas commutatif). Il est parfois appelé inverse (x ') ou oppposé (—x).
Un sous-groupe de G est un sous-ensemble de G qui est lui-méme un groupe (pour la

méme loi de composition). Ainsi {e} et G lui-méme sont des sous-groupes de G, appelés
sous-groupes triviaux. Si H est un sous-groupe de G, on écrit : H < G.

Exercice 1.1.1

Montrer qu’un ensemble G muni d’une loi associative est un groupe si et seulement si
JecG,VacG,exa=a
Vac G, Ibe G, bxa=e

Autrement dit, il suffit qu’il existe un élément neutre a gauche et un symétrique a gauche.
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Exercice 1.1.2

Soit G un groupe fini, G = {e, x1,x2, . .., X,—1 } ol e est I’élément neutre. On appelle table du
groupe la matrice 7' = (a;;) ol a;; = x; * x;. Montrer que T est un « carré latin », c’est-a-dire
que sur chaque ligne et sur chaque colonne il y a un et un seul élément de G. Réciproquement,
est-ce que tout carré latin est la table d’un groupe ?

Exercice 1.1.3

Soit G un groupe et S un sous-ensemble. Pourquoi peut-on parler du « sous-groupe engendré
par la partie S » ? On le note (S) ou gr(S).

Exercice 1.1.4

Si H est un sous-ensemble fini d’un groupe G, stable pour la loi. Montrer que H est un
sous-groupe de G. Contre-exemple dans le cas de cardinal infini.

Apres ces généralités, nous arrivons au premier résultat important de la théorie des
groupes, connu sous le nom de théoréeme de Lagrange : tout sous-groupe d’un groupe
fini a pour cardinal un diviseur du cardinal du groupe. En démontrant ce théoreme, on
introduit des définitions trés importantes, celle de 1’ensemble quotient G/H, celle de
I’indice d’un sous-groupe.

Exercice 1.1.5

Soit G un groupe, H un sous-groupe et x un élément de G. On note xH I’ensemble des
éléments de G qui s’écrivent xh, avec h € H.

1) Montrer que la relation ¥Ry <= y € xH est une relation d’équivalence.

2) Montrer que les classes d’équivalence sont de la forme xH et sont toutes en bijection avec
H. L’ensemble quotient, ¢’est-a-dire 1’ensemble des classes d’équivalence est noté G/H.
Son cardinal s’appelle I’indice de H dans G, et il s’écrit [G : H].

3) A quelle condition a-t-on xH = H? Quelles sont les classes d’équivalence qui sont des
sous-groupes ?

4) Démontrer le théoreme de Lagrange, si H est un sous-groupe d’un groupe fini G, alors
le cardinal de H est un diviseur du cardinal de G.

5) On définit de méme les classes d’équivalence a droite, de la forme Hx. Montrer que les
classes a droite sont toutes en bijection avec H, et que I’ensemble quotient est en bijection
avec I’ensemble des classes a gauche.

Exercice 1.1.6

Soit H un sous-groupe d’indice fini de G, et K un sous-groupe de G contenant H. Montrer
qu’il est d’indice fini dans G et que :

[G:H] =[G :K][K:H]

Premiers exemples de groupes, les groupes cycliques. Ils apparaitront sous différents
aspects dans toute la théorie.



1 ¢ Groupes — Groupes cycliques 3

Exercice 1.1.7

On appelle groupe monogéne un groupe engendré par un élément G = (x). Montrer
que G est infini, de la forme G = {...,x7 ', 1, x, %%, x},...} ou fini de la forme G =
{1, x, x%,... ,x”’l}.l Un exemple du premier cas est (Z,+), de générateur 1 ; le second cas
est illustré par (Z/nZ, +), noté également Z/n, ou par U,, groupe multiplicatif des racines
n-ieémes de I’unité dans C. Dans le cas fini, on dit que G est un groupe cyclique.

La notion d’ordre d’un élément est liée aux groupes cycliques. Rappelons qu’on appelle
ordre d’un ensemble fini le nombre de ses éléments (on dit aussi cardinal). Il s’agit de
deux emplois différents du mot ordre... Mais il y a quand méme un lien.

Exercice 1.1.8

On appelle ordre d’un élément x d’un groupe G le plus petit entier n > 0 tel que x" = e.
Si n n’existe pas, on dit que x est d’ordre infini. L’ordre de x est souvent noté |x| comme le
cardinal d’un ensemble.

1) Montrer que 1’ordre de x est I’ordre (i.e. le cardinal) du sous-groupe engendré par x.
2) Montrer que si I’ordre de x est n, alors ¥’ = e <= p € nZ.
3) Sil’ordre de x est n, quel est I’ordre de X9

4) Si a et b commutent, que peut-on dire de 1’ordre de ab en fonction des ordres de a et de
b ? On examinera le cas ou les ordres de a et de b sont premiers entre eux.

5) Comparer les ordres de ab et de ba.

6) Dans un groupe fini, I’ordre de tout élément est fini. Réciproque ?

Exercice 1.1.9

Déterminer les sous-groupes d’un groupe cyclique. Traiter le cas infini, puis le cas d’un
groupe cyclique d’ordre n; il y a alors un sous-groupe de cardinal d pour chaque entier d
divisant n. Que peut-on dire si n est premier ?

Exercice 1.1.10

Soit G un groupe cyclique d’ordre n engendré par x. On dit qu'un élément y de G est un
générateur si G = (y).

Montrer que les générateurs de G sont les éléments de la forme x* ol k est premier avec 7.
Détailler le cas ou n = 12 puis ol n est premier. On note ¢(n) le nombre des générateurs d’un
groupe cyclique d’ordre n; ¢’est I’indicateur d’Euler.

Exercice 1.1.11
Calculer d(p), d(p®) (avec p premier). Démontrer que :
Vx €N, ) " d(d) =n

d|n

1. On note x* le produit de x par lui-méme k fois, avec les conventions habituelles pour WO =cet pour

1K = (= 1)~k si k est négatif.
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Exercice 1.1.12

Montrer qu’un groupe fini de cardinal n est cyclique ssi pour tout d divisant n, il existe un
seul sous-groupe de cardinal d. On utilisera I’exercice précédent. Montrer de méme que tout
sous-groupe fini (multiplicatif) d’un corps commutatif est cyclique.

Exercice 1.1.13

On suppose que G est un groupe tel que : Vx € G, x*> = e; autrement dit, tous les éléments
différents de e sont d’ordre 2. Montrer que G est commutatif.

Exercice 1.1.14

Montrer que si le cardinal d’un groupe G est pair, alors il existe dans G un élément d’ordre
2. Réciproque ? On verra une généralisation dans le chapitre 3 (lemme de Cauchy).

Exercice 1.1.15

Démontrer qu’un groupe est fini ssi il a un nombre fini de sous-groupes.

Nous sommes maintenant en mesure de classer tous les groupes finis ayant moins de sept
éléments. Cette classification des groupes finis se poursuivra tout au long de cet ouvrage ;
en annexe, un tableau regroupe les principaux résultats concernant ces groupes finis de
petit cardinal.

Exercice 1.1.16

Montrer que tout groupe ayant p éléments, ol p est premier, est un groupe cyclique. Ainsi,
nous connaissons les groupes a 2, 3, 5 et 7 éléments. Ainsi, bien siir, que le groupe a 1 seul
élément, que 1’on notera souvent e, 1, ou méme 0 dans un contexte commutatif.

Exercice 1.1.17

Montrer qu’il y a deux groupes a quatre éléments, tous les deux commutatifs. Celui qui n’est
pas cyclique se note V et s’appelle groupe de Klein, ou groupe du rectangle.

Exercice 1.1.18

Démontrer qu’il y a deux groupes a six éléments, dont 1’'un n’est pas commutatif.

Apres les groupes cycliques et nos petits groupes, nous allons construire de nouveaux
exemples a I’aide de I’algebre linéaire.

Exercice 1.1.19 (Des sous-groupes de matrices)

On note M(n, K) I’espace vectoriel des matrices carrées a coefficients dans le corps K. Mon-
trer que les ensembles suivants sont des groupes pour la multiplication :

1) L’ensemble des matrices de déterminant non nul, GL(n, K) (groupe linéaire).
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2) L’ensemble des matrices de déterminant égal a 1, SL(n, K) (groupe spécial linéaire).

3) L’ensemble des matrices triangulaires supérieures, T(n,K) (matrices inversibles dont
tous les coefficients d’indice i > j sont nuls) ou des matrices triangulaires unipotentes,
TU(n, K), c’est-a-dire les matrices triangulaires supérieures n’ayant que des 1 sur la
diagonale.

Exercice 1.1.20

L’ensemble des matrices symétriques inversibles est-il un sous-groupe de 1’ensemble des
L . . C a b
matrices inversibles ? Montrer que 1I’ensemble des matrices qui s’écrivent ( b a) avec a’ #

b? est un groupe pour le produit.

Exercice 1.1.21

Trouver les sous-groupes engendrés par les matrices suivantes (la loi est le produit des ma-
trices) :

0 -1
l)A_(1 0 )

i 0 . am
2)B=<]0 j2>aveCJ=ezs

3) Etudier le groupe engendré par A et B. On vérifiera qu’il a douze éléments, et ’on en
cherchera les sous-groupes.

Exercice 1.1.22

Soient E un K-espace vectoriel et IF un sous-espace vectoriel. Montrer que [F est un sous-
groupe additif de E. Réciproquement, est-ce que tout sous-groupe additif de [E est un sous-
espace vectoriel ? Donner des contre-exemples, mais examiner aussi le cas ou K est un corps
fini.

L’exercice suivant est important. Il montre comment construire un groupe a 1’aide de deux
autres. Nous rencontrerons a nouveau, et a plusieurs reprises, ce genre de construction.

Exercice 1.1.23

Soit G un groupe et H < G, K < G deux sous-groupes. On s’intéresse a ’ensemble des
éléments de la forme hk ou h € H, k € K, ensemble que 1’on note HK.

1) Démontrer que HK est un sous-groupe si et seulement si HK = KH.
2) Quel est le cardinal de HK quand les deux groupes H et K sont finis ?

3) Montrer que si HN K = {e}, alors tout élément de HK s’écrit de fagon unique comme
produit Ak.

4) Soit G = Z/6 et H = (2), K = (3). Vérifier que G = HK et qu’il y a unicité de 1écriture
comme dans la question précédente.
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SOLUTIONS

1.1.1 Si b est inverse a gauche de a, montrons qu’il est aussi inverse 2 droite, b * (a * b) =
(bxa)xb = exb = b; si c est'inverse a gauche de b, (cxb)*(axb) = ex(axb) = axb = cxb = e,
donc axb = e. Montrons maintenant que e est aussi neutre a droite : axe = axb*a = exa = a.

1.1.2 Laligne i de la matrice est I’ensemble des images des éléments de G par I’application
x — x; x x. Or cette application, que 1’on nomme translation a gauche, et qu’on note L,,, est
bijective, puisque I’équation x; * x =y a pour seule solution x = x; !« y. On traite de méme
les colonnes de la matrice.

Tous les carrés latins ne sont pas des tables de groupe, méme si I’on impose que la premiere
ligne et la premiere colonne correspondent a 1’élément neutre :

| *]le a a a3 a4

elle a a a3 a4
a) ay dy dag e as
as a dz dy dg e

as az dag e a; dap
ay ay e as  aj ay

Sur ce tableau on constate par exemple que : (a; xay)*xasz = aq *az = a; etque a; x(a, xaz) =
a; * aq = az. La loi n’est pas associative.

1.1.3 Tout repose sur la propriété suivante. L’ intersection de groupes est un groupe. Si donc
S est un sous-ensemble de G, I'intersection des sous-groupes de G qui contiennent S est un
sous-groupe, le plus petit contenant S. Comme G lui-méme est un sous-groupe contenant S,
cette intersection est bien définie et est non vide. Il est ensuite facile de montrer que ce sous-
groupe est I’ensemble des produits de la forme : s{'s5* ... s* ol les s; sont dans S et ¢; = 1.
Comparer cette notion avec celle de « sous-espace vectoriel engendré par une partie ».

1.1.4 Soitx € Het ¢ : g — xg. Par hypothese, si I’on restreint ¢ a H, I'ensemble d’arrivée
est bien H. De plus, ¢ est injective (xg = xg’ = g = ¢’ en multipliant par ’inverse de x
dans G). Comme H est fini, elle est bijective, et donc e admet un antécédent, x est inversible
dans H. H est donc bien un sous-groupe de G. Pour un contre-exemple, regarder N, stable
pour la somme, mais qui n’est pas un sous-groupe de Z.

1.1.5 1) xRx pour tout x, car x = xe € xH; si xRy et yRz alors y = xh, z = yh’' donc
7 =zhh' etz € xH. Enfin si x = yh alors y = x4~ '. On a montré que la relation est réflexive,
transitive et symétrique lorsque H est un sous-groupe. Remarquons que la relation R peut
aussi étre définie par : ¥Ry <= x~ 'y € H.

2) La définition méme de la relation montre que les éléments en relation avec x sont tous dans
xH ; de plus, I'application de H dans xH définie par & — xh est bijective, surjective par
définition de xH et injective car xh = xh' = h = I/, en composant & gauche par 1’inverse
de x.

3) xH = H équivaut a x est en relation avec e, soit x € H. Si une classe est un sous-groupe,
alors elle contient 1’élément neutre e. C’est donc la classe de e, c’est-a-dire H. Toutes les
autres classes ne sont pas des sous-groupes.

4) Comme pour toute relation d’équivalence, les classes d’équivalence forment une partition
du groupe G. Leur ensemble s’écrit G/H son cardinal, [G : H] s’appelle I'indice de H
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dans G. Il peut étre fini quand G et H sont infinis : c’est le cas de I’indice de nZ dans Z
(qui vaut ). Quand G est fini, toutes les classes d’équivalence ont autant d’éléments que

Het: card(G) = [G : H] card(H)

En particulier, on en déduit le théoreme de Lagrange : le cardinal d’un sous-groupe d’un
groupe de cardinal fini n est un diviseur de n.

5) On peut, pour définir les classes a droite, considérer la relation d’équivalence :
xSy —<= yeHx < w !'eH
La relation R et la relation S sont alors reliées par :
¥Ry <= x'Sy~!

Si donc on note, comme cela se fait parfois, G \ H I’ensemble des classes d’équivalence a
droite, il y a bijection entre les deux ensembles quotients par :

xH — Hx™!

1.1.6 Supposons que la famille (g;);c; soit une famille de représentants des classes de G
modulo K et que (k;)je; soit une famille de représentants des classes de K modulo H. Alors,

G= UgiK = U gikiH

i€l (i)EIXT

Par ailleurs, si g;k;H = gk H, il vient gl_lg, € K puisque H C K, et donc gK = g/K, soit
g = gi-On aalors KH = kyH d’ou k; = ky. On en déduit que les (gk;) jyerxs constituent
une famille de représentants des classes de G modulo H. Et dong, si I’indice [G : H] est fini,
le cardinal de I x J est fini, / et J sont finis et

[G:H]=[G:K][K:H]

1.1.7 (x) contient tous les éléments de la forme x', i € Z. S’il est fini, il existe i et j distincts
(par exemple i > j) tels que x' = ¥. On en déduit x'~/ = e. Définissons maintenant 7 comme
étant le plus petit des entiers strictement positifs tels que x" = e. Alors :

o X=e < pecnZ

e G={e,x, ¥ ..., x"1}

En effet, si x” = e et si p = ng+r est la division euclidienne de p par n, alors x" = (@)(x") 77 =
e; au vu de la définition de n, on doit avoir r = 0, donc p est un multiple de n. On vérifie
que les éléments indiqués sont distincts, sinon on aurait une égalité de la forme x'~/ = ¢ avec
0 < i—j < n.De plus, G ainsi décrit est bien un groupe, I’inverse de x’ est x" .

Dans le cas infini, toutes les puissances de x sont distinctes, sinon l’argumentation ci-dessus
conduirait & G fini. Alors, I’ensemble {...,x72, x~! e, x, x*, x*,...} est bien un groupe.
1.1.8 Cet exercice ressemble beaucoup au précédent. On ne reprendra pas le détail des
arguments.

1) Si x est d’ordre n, alors le sous-groupe engendré par x est {e, x, x>, x*,...,x"~'}. Ces
éléments sont distincts, au nombre de n. On a bien |x| = |{x)|. Si x n’est pas d’ordre fini, le
sous-groupe engendré par x est en bijection avec Z, il a une infinité d’éléments.

2) Déja vu dans I’exercice précédent.

3) Soit ¢ I’ordre de x*. Alors, ()(")1Z = e, donc I\ € Z/ k¢ = n\. Ce nombre est donc un
multiple commun de & et de n, la plus petite valeur positive de ¢ est par conséquent celle
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qui donne k¢ = ppcm(k, n) ; or, on sait que :

kn
k,n)=kVn=
ppem(k, ) n=
On en déduit que
kN
|x‘_k/\n

Remarquons que x* est de méme ordre que x lorsque k et 1 sont premiers entre eux.

4) Le fait que a et b commutent permet d’écrire : (ab)* = a*b*. Soient alors n et m les
ordres respectifs de a et b. On a bien sir (ab)™ = a™b™ = e. Supposons maintenant que
(ab)t = a’b’ = e. Elevons cette égalité a I’exposant n, a”b" = b’ = e. On en déduit que
{n est un multiple de m. Comme n et m sont premiers entre eux, il vient, par le théoréme
de Gauss, que ¢ est un multiple de m. De méme, on montre que ¢ est un multiple de n, et ¢
est un multiple du ppcm de m et n, c’est-a-dire de mn. Si m et n ne sont pas premiers entre
eux, 1’ordre de ab peut étre plus petit que le ppcm des ordres ; si a est d’ordre 4, alors a’
est d’ordre 4 et leur produit est d’ordre... 1.

5) Si ab est d’ordre n, alors :
(ba)" = b(ab)" 'a=b(ab) la=bb la la=e

et ba est d’ordre m inférieur a n. Le méme calcul montre que n est inférieur a m d’ou
I’égalité des ordres.

6) La réciproque est fausse. Autrement dit, il existe des groupes infinis dont tout élément
est d’ordre fini. Nous aurons 1’occasion d’en rencontrer plusieurs, mais voici un premier
exemple. Soit G le groupe des suites & valeurs dans Z/2 ; il est muni d’une structure de
groupe additif en posant (« + v),, = u,, + v,, et tout élément est d’ordre fini égal a 2 (1 pour
la suite constante nulle).

1.1.9 On reprend le méme genre d’arguments que dans I’exercice précédent. Soit H un
sous-groupe (autre que {e}) et ** € H tel que k > 0 (il y a de tels k car H est stable pour la
prise d’inverse) soit minimum. Alors, X’ € H <= p € kZ par division euclidienne de p par
k. Si G est infini, H = (x*) est alors un sous-groupe de G, et est aussi cyclique infini. Si G est
fini d’ordre n, le théoréme de Lagrange (1.1.5) permet d’affirmer que card(H) est un diviseur
d de n.

Soit alors d un diviseur quelconque de 7. Alors (x7) est un sous-groupe d’ordre d (puisque
xd est exactement d’ordre d, cf. 1.1.8). Donc il existe toujours un sous-groupe d’ordre d.
Montrons maintenant qu’il n’y en a qu’un seul, si (x*) est un sous-groupe d’ordre d, alors
¥ = e, donc n|kd et %|k. Cela montre que x* appartient 2 (x7). On a donc (x) C (x7). Mais
comme ces deux groupes ont méme ordre, ils coincident.

Il y a donc un seul sous-groupe d’ordre d. Si n est premier, il n’y a donc aucun sous-groupe
autre que e et G lui-méme.

1.1.10 On peut utiliser I'exercice 1.1.8 pour trouver les générateurs de (x) ol x est d’ordre

n : Pordre de x* est o il faut et suffit que k soit premier a n pour que x* soit d’ordre n et

donc générateur de G. Le nombre des générateurs de G est donc le nombre des entiers k plus
petit que n et premiers a n, noté &(n). Ainsi, pour n = 12, sont générateurs x, x>, x’, x'! et

&(12) = 4. Si n = p est un nombre premier, tous les k 0 conviennent et b(p) =p — 1.
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1.1.11 Dans I’exercice précédent, on a montré que ¢p(p) = p — 1. Cherchons maintenant
les entiers inférieurs a p* qui sont non premiers a p®. Ce sont les nombres divisibles par p de
la forme kp pour 0 < k < p*~!. 1l y en a donc p®~!, et I’on en déduit b(p®) = p* — p*~— 1.
Pour la derniére formule, on considere G = (x) un groupe cyclique d’ordre 7 et on classe ses
éléments suivant leur ordre, c’est un entier d diviseur de n, et chaque élément d’ordre d est
un générateur du (seul) sous-groupe d’ordre d. Le nombre des éléments d’ordre d est donc
le nombre des générateurs d’un groupe cyclique d’ordre d, soit &(d). Cette partition donne

donc I’égalité :
n=> &
d|n

1.1.12 On sait déja qu’un groupe cyclique a cette propriété. Réciproquement, soit G d’ordre
n un groupe ayant un seul sous-groupe d’ordre d pour tout d diviseur de n. On note i(d) le
nombre des éléments de G qui sont d’ordre d, nombre qui peut étre éventuellement nul. Soit
d tel que Yi(d) # 0 et x un élément d’ordre d. Alors (x) est le seul sous-groupe d’ordre d, il est
cyclique, et tout élément d’ordre d engendre ce méme groupe : on a donc Ys(d) = b(d) chaque
fois que Yi(d) est non nul. Mais, en classant les éléments de G suivant leur ordre, on obtient

une partition de G et :

n=3) Ud)=) &

d|n d|n

il est donc impossible que pour un d, {s(d) soit nul; on a, pour tout d, (d) = b(d), en
particulier ys(n) = b(n), et est non nul, il existe un élément d’ordre n et G est cyclique.
Avec les mémes notations, supposons maintenant que G soit un sous-groupe fini du groupe
multiplicatif d’un corps. Soit g un élément d’ordre d, s’il en existe, et H = (g). Alors tout
élément d’ordre d vérifie I’égalité x? = 1, et les d éléments de H vérifient aussi cette égalité.
Mais dans un corps, une équation de degré d admet au plus d solutions ; tous les éléments
d’ordre d sont donc dans H et en sont des générateurs. On termine comme ci-dessus.

1.1.13 Suppposons que tout carré soit égal a I’élément neutre :
(x9)? = xyxy = e = x(xyxy)y = x(e)y = yx = xy

Le groupe est donc commutatif.

1.1.14 On peut partitionner G en deux sous-ensembles, I’ensemble des éléments égaux
a leur inverse, et I’ensemble de ceux qui sont différents de leur inverse. Le cardinal de ce
dernier ensemble est pair (on regroupe par paires x et x~') ; le premier ensemble contient au
moins I’élément neutre. Si donc le cardinal G est pair, ce premier ensemble contient au moins
un élément x # e, tel que x = x~! soit x* = e, x est d’ordre 2. La réciproque est contenue dans
le théoreme de Lagrange : si x est d’ordre 2 dans un groupe fini, son ordre divise le cardinal
du groupe.

1.1.15 Dans un sens, pas de probleme... Pour ’autre sens, une idée est de se ramener aux
groupes monogenes. Supposons que G ait un nombre fini de sous-groupes, les sous-groupes
de la forme (x) sont en nombre fini et leur réunion est G. Si G avait une infinité d’éléments,
parmi ces sous-groupes un serait monogene infini, ce qui est absurde car un tel groupe a une
infinité de sous-groupes.

1.1.16 Nous avons déja remarqué qu’un groupe cyclique ayant p éléments, p premier, n’a
aucun sous-groupe non trivial. Pour un groupe G quelconque, d’ordre p premier, c’est la
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méme idée. Soit x # e. Son ordre est un diviseur de p différent de 1, c’est p. Le groupe
G est donc engendré par x et est cyclique. Un groupe a 2 éléments sera cyclique, de modele
7./2 = {0,1} s’il est noté additivement, ou {1, —1} s’il est multiplicatif. De méme, un groupe
a trois éléments sera Z/3 ou {1,j,j°}, avec j = ¢’ racine cubique de I’unité. De méme pour
cing ou sept éléments. La suite nous prouvera que p premier n’est pas le seul cas ou il existe
un seul type de groupe ayant p éléments ; voir le tableau dans I’annexe B2.

1.1.17 Parmi les groupes ayant quatre éléments, il y a le groupe cyclique Z/4 ou en version
multiplicative {1, —1,i, —i}. Si G a quatre éléments et n’est pas cyclique, tous les éléments
différents de e ont pour ordre 2. G est donc commutatif d’apres I’exercice 1.1.13. Soit x et y
deux éléments distincts et différents de e. Alors x* = y> = e et xy # x,xy # y car ni x ni y ne
sont neutres. Comme le groupe est d’ordre 4, il n’y a pas d’autre élément. La table suivante
s’en déduit, compte-tenu de la commutativité et de I’ordre 2 de xy :

L x]le x vy x|
elle x 'y xy
X||lx e xy Yy
y y )Cy e X
Xy || xy y X e

C’est un carré latin. Reste a vérifier, il n’y a pas beaucoup de cas, 1’associativité... Une autre
méthode pour vérifier cette associativité est de trouver un « modele » : dans le plan euclidien,
(Oxy) repere orthogonal, on prend pour x la réflexion d’axe Ox, pour y la réflexion d’axe
Oy. xy est alors la symétrie de centre O et le groupe obtenu est le groupe des isométries qui
conservent un rectangle centré en O et d’axes de symétrie Ox et Oy. D’ou le nom de groupe
du rectangle pour ce groupe V (de I’allemand « vier », quatre). On le nomme également
groupe de Klein'.

1.1.18 1l y a le groupe cyclique. Soit G non cyclique d’ordre 6 et x un élément d’ordre 2. 11
en existe d’apres I’exercice 1.1.14. Si tous les éléments différents de e étaient d’ordre 2, on
retrouverait un sous-groupe d’ordre 4 comme dans I’exercice précédent, ce qui est absurde
(théoreme de Lagrange). Il existe un élément y d’ordre 3. G contient donc déja e, x, v, y*, et
y? # x car il est d’ordre 3. Soit alors 1’élément xy. Il est différent de e, car I’inverse de x est
lui-méme, de x et de y, car x et y sont différents de e. Il est différent de y* car x est différent de
y. Enfin, les mémes arguments montrent que xy” est distinct des précédents. Reste 2 définir
les autres produits : yx ne peut étre égal a e, x, y, y2, il peut étre xy ou xy?>. Compte-tenu de
I’associativité, on voit rapidement que chacune des hypotheses permet de remplir la table ;
dans le premier cas, on obtient :

| x]le y ¥ Xy xy |
elle y V¥ «x xy  xy?
y yvoe xy x? ox
2 2 2

VY e vy x? x xy
x || x xy xy* e y y?
xyllxy o x oy ¥y oe
xy2 xy2 X xy y2 e y

1. Dans le chapitre suivant, nous retrouverons ce groupe sous la forme Z/2 x 7/2.
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On « reconnait » le groupe cyclique a six éléments ; il est commutatif et les puissances de xy,
par exemple, redonnent tous les éléments du groupe. Dans le second cas, on obtient :

| x[le ¥y ¥y x xy x7
elle vy Y x xy x?
y Yo oe xt x xy
2 || 22 2

y y e y Xy xy© x
xllx xy x0* e y )
xyllxy x* x oy ey
ol x xy oy ¥y e

C’est un groupe non commutatif; il a deux €léments d’ordre 3, y et yz, et trois d’ordre 2,
x, xy, xy”. Pour vérifier I’associativité, on peut prendre le modele suivant, y est la rotation de
centre O et d’angle 27“, x est la réflexion d’axe Ox. On vérifie alors qu’on a bien xy = y?x. Ce
groupe, que 1’on peut appeler groupe du triangle équilatéral, va réapparaitre sous de nouveaux
déguisements’, on le notera Ss.

1.1.19 Les connaissances classiques d’algebre linéaire donnent la réponse aux deux pre-
mieres questions. GL(n, K) est un groupe, car une matrice est inversible ssi son déterminant
est non nul. SL(n, K) en est un sous-groupe, car le produit de deux matrices de déterminant 1
est une matrice de déterminant 1. Il en va de méme pour I’inverse. Pour la derniére question,
utilisons une méthode « géométrique » ; si une matrice de T(n, K) est interprétée comme la
matrice d’un automorphisme u de K" dans la base canonique, celui-ci est caractérisé parce
qu’il conserve les espaces engendrés par ey, par ey, es,..., par ey, ez, ..., e,. L'ensemble de
tels automorphismes est stable pour la composition et pour I’inverse. On peut aussi montrer la
stabilité de cet ensemble par le calcul ; on vérifie alors que si A, B € T(n, K) alors, si C = AB
on a ¢;; = a;;b;;. Cette observation montre que TU(n, K) est un sous-groupe.

1.1.20 Les matrices symétriques forment un sous-espace vectoriel donc un sous-groupe ad-
ditif de I’ensemble des matrices carrées. En revanche, elles ne forment pas un sous-groupe
multiplicatif en se restreignant a celles qui sont inversibles. En effet, le produit de deux ma-
trices symétriques est symétrique ssi ces matrices commutent :

(AB)=AB <= 'B'A=AB <= BA=AB

et des la dimension 2, on trouve des matrices symétriques inversibles qui ne commutent pas.
Pour les mémes raisons, I’inverse d’une matrice symétrique est une matrice symétrique.

Les matrices de la forme indiquée commutent et forment un sous-groupe de GL(n, K) ; il faut
en particulier vérifier que le produit de deux matrices de cet ensemble est encore une matrice
de la méme forme.

1.1.21 1) Le groupe engendré par A est cyclique ; comme A est d’ordre 4, c’est le groupe
cyclique a quatre éléments ou Z /4.
2) Le groupe engendré par B est cyclique d’ordre 3.

3) La question est plus délicate. Un groupe engendré par deux éléments d’ordre fini peut étre
assez compliqué... Ici, le théoréeme de Lagrange prouve que le groupe engendré a au moins
douze éléments, car il contient deux sous-groupes ayant quatre et trois éléments. Le calcul

1. Voir dans le chapitre 2, le paragraphe Groupes de permutations.



