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Préface

C’est avec un polycopié de cours de Gilles Duc, alors professeur à Supélec 
(devenu depuis CentraleSupélec) que j’ai découvert la commande H∞. C’était 
à la fin des années 1990 et je préparais mon doctorat. Peu de formations inté-
graient alors ces techniques prometteuses encore récentes. Objet précieux, ce 
fascicule m’avait permis à l’époque une véritable acculturation.

À la fin de cette même décennie, Gilles Duc et Stéphane Font publiaient le 
plus petit ouvrage scientifique qu’il m’avait été donné de lire : Commande H∞ 
et µ-analyse. Un bijou de synthèse que je n’ai pas manqué de mettre entre les 
mains de tous les étudiants avec qui j’ai travaillé sur le sujet. 

A l’époque, j’avais utilisé la variante dite loop shaping pour le réglage d’un 
correcteur de position pour une charge entraînée au moyen d’une transmis-
sion flexible. Par la suite, j’ai été amené, dans mes activités de recherche, à 
utiliser ces approches pour la commande de systèmes industriels et robo-
tiques très variés. Loin d’être une simple répétition, il s’agit à chaque fois 
d’une nouvelle aventure, où les spécificités du système et du problème de 
commande nous amènent à réfléchir au choix du schéma de synthèse et au 
réglage des filtres. 

Certains trouvent ces méthodes ardues. À mon sens, elles ne le sont pas 
plus que le vélo pour qui n’en a jamais fait. Elles requièrent toutefois une 
certaine aisance avec le domaine fréquentiel et une vision des différents 
transferts en boucle fermée d’un système asservi, ce qui constitue un bagage 
standard dans une formation de niveau Master. 

Aujourd’hui, je me réjouis qu’au moment de prendre sa retraite, Gilles 
Duc se soit décidé à coucher sur le papier une synthèse de ses connaissances 
pratiques sur ces méthodes et je l’en remercie au nom de tous les étudiants 
présents et futurs, qui pourront ainsi bénéficier de son expertise.

Édouard Laroche 
Professeur à l’Université de Strasbourg
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Introduction

La synthèse H∞ a émergé dans les années 1990 comme une méthode souple 
et efficace pour concevoir des lois de commande assurant de bonnes perfor-
mances et une bonne robustesse aux incertitudes de modélisation pour des 
systèmes invariants linéaires (ou linéarisés autour d’un point de fonction-
nement), quels que soient le nombre d’états, d’entrées et de sorties. C’est 
maintenant une technique très mature, qui offre de multiples possibilités de 
réglage.

Cependant, très peu d’ouvrages abordent cette méthode d’un point de 
vue pratique : si la théorie est désormais bien connue, le cheminement per-
mettant d’en tirer parti pour concevoir des commandes efficaces – à savoir 
comment poser le problème, quelles entrées et quelles sorties prendre en 
considération, comment choisir les nombreux paramètres qui conditionnent 
le résultat… – est rarement abordé.

Cet ouvrage vise à combler cette lacune, en présentant le minimum de 
bases mathématiques nécessaire mais surtout en expliquant en détail com-
ment utiliser cette méthode de façon efficace, et en développant plus d’une 
demi-douzaine de cas d’application, tirés de l’expérience de l’auteur comme 
enseignant et comme chercheur ayant eu notamment l’occasion d’appli-
quer cette méthode sur de nombreux problèmes issus de collaborations 
industrielles, durant près d’une trentaine d’années. Les deux versions de la 
méthode, synthèse standard et synthèse par loop-shaping sont abordées.

Le public visé est constitué des étudiants de niveau M2 maîtrisant les 
bases de l’automatique fréquentielle et ayant des connaissances élémentaires 
concernant la représentation d’état – et bien sûr le calcul matriciel – mais 
aussi des industriels ayant ces mêmes compétences et désirant l’appliquer, ou 
encore de tout chercheur sur un sujet voisin souhaitant faire rapidement un 
tour d’horizon de cette approche.

Les chapitres 1 à 3 exposent les bases nécessaires à la compréhension, sans 
trop s’attarder sur les démonstrations, qui ne sont introduites que lorsqu’elles 
sont nécessaires à la compréhension. Les chapitres 4 et 5 présentent ensuite 
en détail un même cas d’application, traité par chacune des deux méthodes, 
et les chapitres 6 à 8 décrivent trois nouvelles applications présentant des 

9782100825561_Intro.indd   3 11/23/21   8:22 PM
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La synthèse H∞ en pratique

caractéristiques différentes. Enfin, le chapitre 9 présente plus succinctement 
trois autres applications en insistant plutôt sur leurs spécificités. Bien sûr, les 
chapitres applicatifs présentent inévitablement des répétitions. Le tableau 0.1 
présente une vue synthétique des principales caractéristiques des différents 
cas d’étude.

Tableau 0.1 − Vue synthétique des applications traitées

Cas traité
Caractéristiques 

principales
Chapitre Méthode(s)

Bras relié à une 
plate-forme par 
une transmission 
élastique

Système mal amorti
Deux mesures 
disponibles

4 H∞ standard 
Optimisation des 
pondérations 
Contrainte d’ordre

5 H∞ par loop-shaping 
Optimisation des 
pondérations 
Contrainte d’ordre

Suspension 
magnétique

Système non linéaire 
instable

6 H∞ standard et loop-shaping 
Optimisation des 
pondérations 
Contrainte d’ordre 
Synthèse multi-modèles

Pilotage latéral  
d’un avion

Système MIMO 
(2 commandes, 
2 sorties à contrôler)

7 H∞ standard et loop-shaping 
Optimisation des 
pondérations 
Contrainte d’ordre et de 
structure

Pont roulant Système mal amorti, 
2 sous-systèmes, 2 
sorties à contrôler

8 H∞ standard et loop-shaping 
Contrainte d’ordre

Suspension 
d’automobile

Système mal amorti, 
la consigne est aussi 
une perturbation

9 H∞ standard 
Contrainte d’ordre

Réacteur chimique Système non linéaire H∞ standard avec contrainte  
explicite de robustesse 
Contrainte d’ordre

Mini-drone 
quadrirotor

Système MIMO 
non linéaire, sorties 
à contrôler non 
mesurées

H∞ standard 
Contrainte d’ordre et de 
structure 
Synthèse multi-modèles

La principale difficulté pratique pour utiliser les méthodes H∞ réside 
dans la définition du problème à résoudre  : quelle structure de correction 
et quels signaux d’entrée-sortie choisir et comment régler les pondérations 
pour atteindre les performances souhaitées. Pour répondre à cette question, 
nous détaillons la mise en œuvre en deux temps  : dans les trois premiers 

9782100825561_Intro.indd   4 11/23/21   8:22 PM
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Introduction

chapitres avec des exemples simples, dans les chapitres suivants en mon-
trant progressivement comment effectuer un choix raisonné de ces différents 
éléments. Nous montrons aussi comment l’optimisation stochastique peut 
fournir un moyen efficace pour déterminer ces pondérations directement 
d’après les objectifs de performance. Enfin, nous montrons comment les 
algorithmes développés plus récemment pour la synthèse H∞ structurée per-
mettent de déterminer des correcteurs d’ordre réduit et/ou de leur imposer 
des contraintes de structure.

Différents niveaux de lecture sont possibles. Les lecteurs déjà familiers de 
la synthèse H∞ pourront sans difficulté aller directement vers les chapitres 
applicatifs. De même, il n’est pas forcément nécessaire de lire tous les cha-
pitres applicatifs pour commencer à s’approprier la méthode. Par ailleurs, 
deux méthodes différentes sont présentées  : la synthèse standard dans les 
chapitres 1 et 2, puis la synthèse par loop-shaping dans le chapitre 3, illustrées 
ensuite toutes les deux dans les chapitres suivants  : le lecteur intéressé par 
l’une des deux approches uniquement peut, sans dommage, s’épargner la 
lecture du ou des chapitres et des paragraphes dédiés à l’autre.

Tous les développements concernant les applications sont effectués à 
l’aide des fonctions Matlab disponibles dans les boîtes à outils Control System, 
Robust Control et Global Optimization [29, 30, 31] et de l’environnement Simu-
link [32], dans la version R2017b. Les scripts et les schémas correspondants 
sont mis en ligne sur le site dunod.com, sur la page de l’ouvrage.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, je tiens à remercier mes collègues 
Maria Makarov, Guillaume Sandou et Philippe Feyel, dont les suggestions et 
la relecture attentive ont grandement contribué à améliorer le contenu de cet 
ouvrage – sans oublier qu’il n’aurait pas pu voir le jour sans les nombreuses 
et fructueuses collaborations de l’auteur avec les deux derniers nommés. Et je 
remercie Édouard Laroche qui, après nos fructueux échanges de ces dernières 
années, a accepté d’en rédiger la préface, laquelle je l’espère aura mis le lec-
teur en appétit avant de découvrir les pages qui suivent.
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Chapitre 1

Les bases de la 
synthèse H∞ standard

Où l’on présente les résultats essentiels sur lesquels s’appuie cette méthode, sans 

démonstration mathématique mais en insistant sur les points-clés. Et où l’on évoque 

la question de l’ordre – et de la structure – du correcteur, et comment tenter de les 

maîtriser.

1.1 Introduction
La synthèse H∞ – associée à la notion de forme standard – propose un cadre 
très général pour la commande des systèmes linéaires invariants, à partir 
de concepts fréquentiels. Son intérêt par rapport à d’autres techniques plus 
classiques (dans le domaine fréquentiel ou dans l’espace d’état) est qu’elle 
permet de concevoir des correcteurs dynamiques à partir des mesures dis-
ponibles en prenant en compte simultanément des objectifs de stabilité, de 
marges de stabilité, de modelage de différents transferts, ainsi que certains 
objectifs de robustesse.

Après avoir défini la norme H∞, ce chapitre expose la notion de problème 
standard sur lequel est basée la synthèse H∞ du même nom, puis la méthode 
de résolution la plus utilisée. Nous abordons ensuite aux paragraphes 1.3 et 
1.4 la question de la maîtrise de l’ordre du correcteur, soit par la réduction a 
posteriori du correcteur obtenu, soit en imposant l’ordre du correcteur – avec 
en outre la possibilité d’imposer sa structure – lors de la synthèse.

La mise en œuvre de la méthode, qui passe par l’introduction de pondéra-
tions fréquentielles, fera l’objet du chapitre suivant.

9782100825561_CH01.indd   7 11/23/21   8:20 PM
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La synthèse H∞ en pratique

1.2 Problème H∞ standard

1.2.1 Problème considéré
Le problème H∞ standard est une façon très générale de poser un problème 
d’Automatique. Il peut être représenté par le schéma de la figure 1.1, où la 
matrice de transfert ( )P s  modélise les interactions dynamiques entre deux 
ensembles d’entrées et deux ensembles de sorties1 : 

 – le vecteur w représente les entrées extérieures, telles que signaux de 
consigne, perturbations, bruits ; 

 – le vecteur u représente les commandes permettant d’agir sur le système ; 

 – les différentes composantes du vecteur e sont les signaux à contrôler pour 
assurer le bon fonctionnement de l’asservissement (tels que, par exemple, 
les erreurs d’asservissement) ; 

 – enfin, le vecteur z représente les signaux qu’on décide d’appliquer à l’en-
trée du correcteur pour élaborer la commande.

( )sP

( )sK

u z

ew

Figure 1.1 − Problème H∞ standard

Soit ( )T sew  la matrice de transfert du système bouclé2, entre les signaux w 
et e. Le principe de base de la synthèse H∞ est de chercher à limiter le « gain », 
en régime sinusoïdal, de cette matrice  : on assure ainsi que les signaux e 
choisis restent « faibles » quel que soit le contenu fréquentiel des signaux w. 

Dans le cas où ces signaux sont scalaires, le gain de ( )T sew  est défini par 
le module ω( )T jew . Mais les signaux w et e étant en général des vecteurs, 
comme nous le verrons par la suite, la synthèse H∞ est dans son principe une 
méthode MIMO (pour multi-input/multi-output). Nous allons donc dans un 
premier temps expliquer comment la notion de gain peut être étendue dans 
ce cadre.

1 Dans cet ouvrage, l’opérateur de Laplace est noté s.

2 On peut bien sûr calculer l’expression de cette matrice en fonction de ( )K s  et des différents 

éléments de ( )P s , mais nous n’en avons pas besoin pour la suite.

9782100825561_CH01.indd   8 11/23/21   8:20 PM



9

Chapitre 1 – Les bases de la synthèse H∞ standard

©
 D

un
od

 -
 T

ou
te

 r
ep

ro
du

ct
io

n 
no

n 
au

to
ris

ée
 e

st
 u

n 
dé

lit
.

On définit tout d’abord les valeurs singulières σ i, en régime sinusoïdal, de 
la matrice ( )T sew  comme les racines carrées des valeurs propres λi de ( )T ωjew  
multipliée par sa transposée-conjuguée :

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T T

T T

σ ω λ ω ω

λ ω ω

( )
( )

( ) = −

= −

j j j

j j

i ew i ew ew
T

i ew
T

ew

. (1.1)

Comme le produit de ( )T ωjew  par sa transposée-conjuguée est une matrice 
hermitienne définie positive, ses valeurs propres, et donc les valeurs singu-
lières de ( )T ωjew , sont des nombres réels positifs ou nuls. On note tradition-
nellement σ  la plus grande et σ  la plus petite.

Les valeurs singulières permettent d’étendre la notion de gain aux sys-
tèmes qui ont plusieurs entrées et plusieurs sorties, en ce sens qu’en réponse à 
une entrée de la forme ( ) ( )w w ω= expt j t , où w  est le vecteur (complexe) des 
amplitudes1 des différentes composantes du vecteur ( )w t , le vecteur ( )e t  sera 
un signal de la forme ( ) ( )e e ω= expt j t  dont le vecteur complexe des ampli-
tudes e vérifie :

 ( ) ( )T
e
w

Tσ ω σ ω( ) ( )≤ ≤j jew ew . (1.2)

Le « gain » du système de la figure 1.1 à la pulsation w est donc compris 
entre la plus petite et la plus grande des valeurs singulières de la matrice 

( )T ωjew . On notera que dans le cas scalaire, ces deux quantités coïncident 
effectivement avec le module ω( )T jew .

À partir des valeurs singulières, on peut ensuite définir la norme H∞ de la 
matrice de transfert ( )T sew , notion qui sera évidemment beaucoup utilisée 
par la suite :

 ( ) ( )T Tσ ω( )=
ω

∞
∈

sups jew ew . (1.3)

La norme H∞ apparaît donc comme la valeur la plus élevée possible du 
gain en régime sinusoïdal du système bouclé de la figure 1.1.

La synthèse H∞ du correcteur est alors définie par le problème décrit 
ci-après.

Problème H∞ standard : ( )P s  étant définie, déterminer ( )K s  tel que le 
système bouclé de la figure 1.1 soit stable et vérifie ( )T γ<∞sew , avec 0γ >  
le plus petit possible.

1 Les composantes du vecteur w peuvent être à valeurs dans  pour tenir compte des dépha-

sages entre elles.
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Comme indiqué plus haut, on limite ainsi à la valeur g  le gain, à toutes les 
fréquences, du système bouclé de la figure 1.1. Les propriétés de la norme H∞ 
(voir par exemple les références [48] ou [13]) entraînent de plus que le gain 
entre chaque composante de ( )w t  et chaque composante de ( )e t  est lui-même 
inférieur à g  , quelle que soit la pulsation w  du signal ( )w t .

Nous verrons plus loin que ces propriétés permettent d’assurer des 
objectifs :

 – de performance, en limitant l’amplitude des erreurs d’asservissement et 
des commandes en réponse aux signaux de consigne et de perturbation ;

 – de marges de stabilité ;

 – voire, dans certains cas, de robustesse de la stabilité vis-à-vis d’incertitudes 
de modèle ;

en choisissant de façon appropriée les différentes composantes des vecteurs 
w et e ainsi que les signaux z appliqués en entrée du correcteur.

Auparavant, nous allons présenter la principale méthode de résolution du 
problème H∞ standard.

1.2.2 Résolution du problème H∞ par équations  
de Riccati

Différentes méthodes peuvent être envisagées pour résoudre le problème H∞ 
standard. Nous présentons ici l’approche par équations de Riccati [18, 9], qui 
est la plus simple numériquement et la plus utilisée.

Cette méthode utilise une représentation d’état du système modélisé par 
la matrice de transfert ( )P s , que nous écrivons sous la forme :

 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

x
e
z

A B B

C D D

C D D

x
w
u

















=

































 t

t

t

t

t

t

w u

e ew eu

z zw zu

 (1.4)

où x ∈n est le vecteur d’état, , , ,w u e z∈ ∈ ∈ ∈   

n n n nw u e z . 

Pour que le problème puisse être résolu, certaines hypothèses sont 
nécessaires :

 – H1) le système (1.4) est stabilisable par u et détectable1 par z, ce que nous 
écrirons sous forme condensée ,A B( )u  stabilisable et ,C A( )z  détectable ;

 – H2) D( ) =rang neu u et D( ) =rang nzw z ;

1 Un système est dit stabilisable s’il est commandable, ou si la dynamique de sa partie non com-

mandable est stable ; de façon similaire, il est dit détectable s’il est observable, ou si la dynamique 

de sa partie non observable est stable.
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 – H3) ω
ω

∀ ∈
−









= +: rang
j

n nn u

e eu
u

A I B

C D
 ;

 – H4) ω
ω

∀ ∈
−









= +: rang
j

n nn w

z zw
z

A I B

C D
 ;

où nI  désigne la matrice Identité de dimension n.

Quelques commentaires sur ces hypothèses :

 – H1) est l’hypothèse classique de toute méthode de synthèse utilisant les 
variables d’état : elle est nécessaire pour qu’il existe un correcteur assurant 
la stabilité du système bouclé ;

 – l’hypothèse H2), pour être vérifiée, suppose la présence de transmissions 
directes entre les commandes u et les signaux contrôlés e d’une part, entre 
les entrées extérieures w et les signaux z appliqués au correcteur d’autre 
part ; on peut notamment remarquer que le fait d’avoir euD  de rang plein 
signifie que toutes les commandes interviennent dans les variables régu-
lées e ; par ailleurs, H2) suppose implicitement que ≥n ne u et ≥n nw z ;

 – H3) est vérifiée lorsque le transfert ( )seuP  issu de ( )sP  entre les signaux u et 
e n’a pas de zéro sur l’axe imaginaire ; de même pour H4) et ( )szwP  entre 
w et z.

Pour présenter de façon simple la méthode de résolution, nous allons 
maintenant supposer que nous sommes dans un cas particulier, pour lequel 
les matrices de la représentation d’état (1.4) vérifient les relations suivantes :

 

( )( )= =

=










=










0

ew eu
T

e eu n

zu
w

zw
zw
T

n

u

z

D 0 D C D 0 I

D 0 B

D
D

I

. (1.5)

On peut bien sûr résoudre le problème sans que ces conditions soient 
vérifiées : cela ne change rien au principe de ce qui va suivre, mais cela rend 
les formules beaucoup plus lourdes [18]. 

Un premier résultat (théorème 1.1) permet de savoir s’il existe ou non une 
solution suivant la valeur de g  qui limite la norme H∞ de ( )sewT  :

Théorème 1.1 − Sous les hypothèses H1) à H4) et les relations (1.5), le 
problème H∞ standard a une solution si et seulement si :

1. La matrice 
γ

=
−

− −













−2
w w

T
u u

T

e
T

e
T

H
A B B B B

C C A
 n’a pas de valeur propre 

imaginaire pure ;
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2. Il existe une matrice X symétrique semi-définie positive solution de l’équa-
tion suivante1, dite équation algébrique de Riccati :

 γ( )+ + − + =−2T
w w

T
u u

T
e
T

eXA A X X B B B B X C C 0 ; (1.6)

3. La matrice 
γ

=
−

− −













−2T
e
T

e z
T

z

w w
T

J
A C C C C

B B A
 n’a pas de valeur propre 

imaginaire pure ;

4. Il existe une matrice Y  symétrique semi-définie positive solution de l’équa-
tion algébrique de Riccati :

 γ( )+ + − + =−2T
e
T

e z
T

z w w
TYA AY Y C C C C Y B B 0 ; (1.7)

5. Toutes les valeurs propres du produit XY ont un module2 strictement infé-
rieur à 2γ .♦

En pratique, ces cinq conditions permettent d’approcher la valeur mini-
male de g (en dessous de laquelle aucune solution n’existe), en adoptant la 
procédure itérative suivante, appelée de façon générale dichotomie ou encore 
ici g-itération :

1. Choisir une valeur γ inf  suffisamment faible (0 par exemple) pour laquelle il 

n’existe pas de solution et une valeur γ sup suffisamment grande pour laquelle 

il existe une solution ;

2. Poser γ γ γ= + 2inf sup( ) /  et tester les cinq conditions du théorème 1.1 :

 – si toutes les conditions sont vérifiées, poser γ γ=sup ,

 – sinon, poser γ γ=inf  ;

3. Tant que γ γ−sup inf  est supérieur à un nombre e choisi suffisamment petit, 
revenir en 2 ;

4. γ γ= sup constitue une approximation à e près de la valeur minimale de g.

On peut alors calculer un correcteur solution du problème grâce au résul-
tat suivant :

Théorème 1.2 − Sous les conditions du théorème 1.1, un correcteur ( )sK  
stabilisant le système bouclé de la figure  1.1 et assurant γ<∞( )sewT  est 
décrit par la représentation d’état :

 

γ

γ( )











=
−























= + − −

= −

−

− −

( )
( )

( )
( )



2

2 1

t

t

t

t
c c z

T

u
T

c

c w w
T

u u
T

z
T

z

n

x

u

A ZYC

B X 0

x

z

A A B B X B B X ZYC C

Z I YX

 (1.8)

1 On peut montrer que les équations de Riccati (1.6) et (1.7) ont en général plusieurs solutions, 

mais au plus une seule semi-définie positive.

2 On dit aussi que le rayon spectral du produit XY est inférieur à g 2.
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γ

γ( )











=
−























= + − −

= −

−

− −

( )
( )

( )
( )



2

2 1

t

t

t

t
c c z

T

u
T

c

c w w
T

u u
T

z
T

z

n

x

u

A ZYC

B X 0

x

z

A A B B X B B X ZYC C

Z I YX
.♦

On remarque que puisque les matrices cA  et A ont mêmes dimensions, 
le nombre de variables d’état du correcteur est égal au nombre de variables 
d’état qui décrit ( )sP  dans (1.4) : on dit que l’ordre de ( )sK  est égal à l’ordre1 
de ( )sP .

Comme indiqué plus haut, il existe d’autres méthodes de résolution du 
problème standard, notamment la résolution par inégalités matricielles 
linéaires (en anglais Linear Matrix Inequalities, d’où le sigle LMI couram-
ment utilisé) [17, 20], que nous ne présentons pas ici car elle est plus lourde 
numériquement, mais qui sert de point de départ à de nombreuses exten-
sions, en particulier pour la commande de systèmes linéaires à paramètres 
variant [1, 2].

1.3 Réduction a posteriori de l’ordre  
du correcteur

Le fait que l’ordre du correcteur soit imposé est une faiblesse de la méthode : 
si le système est d’ordre important, le correcteur le sera lui aussi alors qu’il 
est peut-être possible d’obtenir des résultats comparables – au prix d’une 
valeur de g légèrement plus élevée – avec un correcteur d’ordre plus faible. 
De plus, l’expérience montre que les correcteurs obtenus présentent souvent 
des dynamiques inutiles, soit parce qu’elles sont très rapides par rapport au 
temps de réponse du système, soit en raison de quasi-compensations pôle/
zéro. Les cas d’application très simples développés au chapitre 2 en fourni-
ront des exemples.

Une première possibilité est de procéder à une réduction du correcteur 
(1.8) obtenu. La méthode la plus utilisée est la réduction à partir de ses 
valeurs singulières de Hankel [37, 38], dont nous présentons ci-dessous les 
grandes lignes.

1  Il existe en fait une infinité de correcteurs assurant à Tew(s) une norme inférieure à g  : le correc-

teur présenté dans ce théorème, appelé correcteur central, est celui dont l’ordre est le plus faible 

et dont la représentation d’état est décrite par les formules les plus simples.
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Soit une représentation d’état minimale du correcteur, réécrite sous la 
forme :

 
= +

= +




( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
 t t t

t t t
c c c c

c c c

x A x B z
u C x D z

. (1.9)

Ses grammiens de commandabilité et d’observabilité sont les matrices 
définies positives cW  et oW  solutions des équations suivantes (appelées équa-
tions de Lyapunov) :

 + + = 0c c c c
T

c c
TA W W A B B , (1.10)

 + + = 0c
T

o o c c
T

cA W W A C C . (1.11)

L’idée de la méthode de réduction est tout d’abord de procéder à un chan-
gement de base dans l’espace d’état, pour se ramener à une représentation 
d’état dite équilibrée, dans laquelle les deux grammiens sont des matrices 
identiques et diagonales ; c’est-à-dire qu’on pose le changement de variable 

= ( ) ( )t tc cx T x , conduisant à la représentation d’état :

 
( )

= +

= +







− −�� �

�

1 1( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t

t t t
c c c c

c c

x T A T x T B z

u C T x D z
 (1.12)

de façon que les grammiens correspondant à cette représentation d’état 
s’écrivent sous la forme :

 

σ
σ

σ

∑∑= = =



















� �

…

�

� � � �
…

0 0

0 0

0 0

1

2
c o

n

W W  (1.13)

avec  01 2σ σ σ≥ ≥ ≥ >n . Les nombres σ i sont appelés valeurs singulières de 
Hankel. Le calcul de la matrice T qui permet d’y aboutir est explicité par 
exemple dans la référence [23]. Elle vérifie :

 ∑∑= −2 1
c oW W T T . (1.14)

Les valeurs singulières de Hankel, dont le nombre est égal au nombre 
de variables d’état, sont une mesure du « degré de commandabilité » et du 
« degré d’observabilité » des différentes variables d’état du système sous la 
forme (1.12).

Le correcteur réduit est alors obtenu en conservant seulement les états 
dont les valeurs singulières de Hankel sont les plus élevées, de sorte qu’il 
conserve ainsi les caractéristiques les plus importantes du correcteur original. 
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Soit r l’ordre du correcteur cherché ; en décomposant le vecteur d’état  ( )tcx  
en  1( )tx  de dimension r à conserver et  2 ( )tx  de dimension n − r à éliminer, 
l’équation (1.12) se réécrit :

 

( )













=






















+












=










+















( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )

��

��

� �

� �

�

�

�

�

� � �

�

1

2

11 12

21 22

1

2

1

2

1 2
1

2

t

t

t

t

t

t
t

t
t

t
tc

x

x

A A

A A

x

x

B

B
z

u C C
x

x
D z

. (1.15) 

Une première possibilité pour obtenir le correcteur réduit est simplement 
de tronquer cette représentation d’état en posant ≡ 02 ( )tx , d’où :

 
= +

= +







�� � � �

� �
1 11 1 1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t

t t tc

x A x B z

u C x D z
. (1.16)

L’approximation (1.16) donne en général de bons résultats sur l’ensemble 
des fréquences, mais le gain statique n’est pas conservé. Si la matrice  22A  est 
inversible, on préfère en général recalculer les matrices de la représentation 
d’état en posant ≡�� 02 ( )tx  dans (1.15) et en reportant l’expression de  2 ( )tx  
qui s’en déduit dans l’équation qui décrit �� 1( )tx , ce qui conduit au correcteur 
réduit :

 
( ) ( )
( ) ( )

= − + −

= − + −







− −

− −

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

�� � � � � � � � � �

� � � � � � � �

1 11 12 22
1

21 1 1 12 22
1

2

1 2 22
1

21 2 22
1

2

t t t

t t tc

x A A A A x B A A B z

u C C A A x D C A B z
. (1.17)

Cette approche donne souvent de meilleurs résultats mais avec l’incon-
vénient de créer une transmission directe entre ( )tz  et ( )tu , donc un gain 
non nul en haute fréquence, même si la matrice cD  du correcteur initial est 
nulle : cela peut être un inconvénient si, comme nous le verrons au chapitre 
suivant, on cherche à atténuer le gain du correcteur en haute fréquence.

On peut de plus montrer [26, 40] que la norme H∞ de la différence entre le 
correcteur initial (1.9) ou (1.15) et le correcteur réduit calculé (1.16) ou (1.17) 
est au plus égale à 2 fois la somme des valeurs singulières de Hankel négligées. 
En revanche, il n’y a pas de résultat sur la norme H∞ du système bouclé par le 
correcteur réduit : les performances obtenues avec le correcteur d’ordre plein 
ne sont donc plus garanties.

La méthode est donc d’un emploi très simple puisqu’il suffit de choisir 
l’ordre du correcteur réduit, ce qu’on fait simplement en considérant quelles 
sont les valeurs singulières de Hankel qui peuvent être considérées comme 
négligeables.
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