Solutions des exercices 1

Module I.1 : Fonhdements

L1.1 1l est bien évident que, si a = a’ et b = ¥, alors {{a},{a,b}} = {{a'},{a’,V'}}. Pour
démontrer la réciproque, supposons que {{a}, {a,b}} = {{a’},{a’,b'}} (méthode de I’hypo-
these auxiliaire). Nous procéderons par disjonction de cas, selon que le membre de gauche de
cette égalité est un singleton ou une paire.

Dans le premier cas, {a} = {a,b}, et a = b. Le membre droit de I’égalité est également un
singleton, et {a'} = {a’,b'}, d’ott @’ = b'. L’égalité se réécrit alors {{a}} = {{a’}}, qui
entraine {a} = {a’}, puis @ = @’. Onadonc a = a/ = b = V', et, en particulier, a = d’
et b = b comme désiré.

Dans le second cas, {a} # {a,b}, autrement dit, a # b. L’ensemble {{a}, {a,b}} a donc
pour éléments un singleton et une paire. Il en est donc de méme de I’ensemble {{a'}, {a’,b'}}.
Dans ce dernier, la paire ne peut étre {a’}, ¢’est donc {a’, b’} . Ainsi, {a’} (seul singleton) est
égal a {a} et {a’,b'} (seule paire) est égal & {a,b}. De la premiére égalité, on tire a’ = a,
donc, avec la seconde, {a,b} = {a,b’'}. Comme b # a et b’ # o’ = a (on a des paires), on en
déduit b = V', comme désiré.

1.1.2 Pour la premiere question, procédons par équivalences :
XeP(ANB)<—= X CANB<«<—= XCA e XCB
<— X ecP(A4) et XeP(B)<< XecP(A)NPB),

d’oui la conclusion: P(AN B) = P(A)NP(B).
Supposons maintenant A et B disjoints : AN B = &. Pour toute partie X de AU B, on peut
éerire X =Y UZ,ouY :=(XNA)eP(A) et Z:=(XnNB)ec P(B). Introduisons deux
applications :
P(AUB) 5 P(A) x P(B)
X = (XNAXnNB),
et
P(A)x P(B) % P(AUB)
Y,Z) — YUZ
Le raisonnement précédent montre que X = ¢ (¢(X)).
Par ailleurs, pour tout (Y, Z) € P(A) x P(B) :
PV, 2)) = (Y UZ) = (Y UZ) N A, (Y UZ) N B) = (Y, 2),

car YUZ)NA=(YNAU((ZNA =Y U@ =Y, et similairement pour Z. Les
applications ¢ et 1 sont donc réciproques 1’une de 1’autre. On voit donc que, lorsque A et B
sont supposés disjoints, P(A U B) est, de maniére naturelle, en bijection avec P(A) x P(B).

I.1.3 1)Comme Ey = &, tous ses éléments en sont des sous-ensembles et la propriété a démontrer
est trivialement vraie pour £ = 0. Supposons (hypothese de récurrence) que, pour un certain
k € N, tout élément de Ej, en est un sous-ensemble. Les éléments de Fyry1 = Ep U {Fy}
sont d’une part ceux de Fy, d’autre part, Fj, lui méme. Les premiers sont des sous-ensembles
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2 Tout-en-un pour la licence ¢ Niveau 1

de Ej), (hypothese de récurrence), donc de Eyy; puisque Ey C Ejyq. Le dernier est sous-
ensemble de Ej; par construction.

2) Puisque £y = @ etque E; est un singleton, donc non vide, I’inclusion Fy C Ej est stricte.
Supposons (hypothese de récurrence) que, pour un certain k € N, Fyq # Fj, autrement dit,
que I'inclusion Ej, C Ej41 est stricte.

Démontrons par I’absurde que Ej 2 7# Fjt1.-

Si I'on avait Exio = FEgi1, de 1’égalité Exio = Egi1 U {Fky1}, on déduirait que
Eyi1 € Exy1 = Ep U{Ey}. Comme, par hypothése de récurrence, Fy 1 # Ej, on aurait
donc Ey41 € E) donc, d’apres la question 1, Eyy1 C Ey, donc Ey41 = Ej, contradiction.
On a bien prouvé (par ’absurde) que Ej42 # Ery1 pour cet entier k, donc (par récurrence)
que Eyi1 # Fj pour tout k. Comme Ej, C Fjy1,on abien une suite strictement croissante
pour I’inclusion. Chacun de ces ensembles a exactement un élément de plus que le précédent;
comme Fj a 0 éléments, chaque F, a k éléments. Cela sera précisé dans la solution de I’exer-
cice 1.1.29 de la page 59.

L.1.4 1) Supposons I’axiome de fondation vrai. Soit (z,),cn une suite d’ensembles telle que
Vi € N, ;41 € a;. Soit ¢ = {x; | i« € N} I’image de cette suite : cet ensemble n’est
évidemment pas vide. D’apres 1’axiome de fondation, il existe donc y € = telque y Nz = <.
Cet élément y de x est]’'un des z; (par définitionde x),etl’onaalors z;41 € z; et ;41 € x,
ce qui contredit la condition y Nz = & ; ainsi, une telle suite n’existe pas. Nous démontrerons
la réciproque par contraposée, autrement dit, nous prouverons que la négation de I’axiome de
fondation implique 1’existence d’une suite (z,)nen telle que Vi € N | x;41 € ;. La néga-
tion de I’axiome de fondation dit qu’il existe un ensemble x # & tel que, pour tout y € =z,
y Nz # &. Nous prenons alors pour zy un élément quelconque de x (c’est possible puisque
x est non vide). Appliquant la négation de 1’axiome de fondation & y = ¢, nous trouvons
1 € x N . Par récurrence, appliquant la négation de I’axiome de fondation a y = xj, nous
trouvons 41 € x Nay. La suite (2, )nen ainsi construite vérifie bien Vi € N, x;41 € ;.
2) Sil’on avait x € x, la suite constante x,, = x Vvérifierait Vi € N | x;,1 € x; et contredirait
donc I’axiome de fondation (question 1). S’il existait un ensemble x de tous les ensembles, il
serait évidemment élément de lui-méme !

3) Puisque = C s(x), on a une suite croissante pour la relation d’inclusion (qui est une re-
lation d’ordre). 11 suffit de démontrer que la suite est strictement croissante, c’est-a-dire que
x # s(z). Comme s(x) = U {z}, cela équivauta = ¢ x, qui découle de I’axiome de fonda-
tion (question 2).

4) Les deux relations indiquées portent sur = seul (la lettre y étant en réalité muette) ; notons
les A(x) et B(z). Comme par hypothése Vy , y & y, le prédicat A(z) dit que x est vide. Il
est collectivisant, et I’on trouve :

{e|(Vyex,yey)}={a}.

Pour la méme raison, le prédicat B(x) est vrai pour tout ensemble . S’il était collectivisant,
il existerait donc un ensemble de tous les ensembles.

L.1.5 Si c,d, e sont deux a deux distincts, il n’existe aucune surjection de F sur F'. Dans le cas
contraire, il y a des surjections. Si ¢ = d = e, il n’existe aucune injection de £ dans F'. Dans
le cas contraire, il y a au moins deux éléments distincts dans F' et il existe des injections de E/
dans F'. 1l y a des bijections de E' dans F' si, et seulement si, F' a deux éléments distincts,
c’est-a-dire si, et seulement si, 1’on est dans 1’un des cas suivants : ¢ =d # e, c = e # d,
e=d#c.
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L1.6 Si B = f(f"%B)), comme f~Y(B) Cc E = f(f*(B)) C f(E), on a
BC f(E)=1Imf.
Supposons réciproquement que B C Im f.Ona f(f~'(B)) C B (indépendamment de I'hy-
pothése) par définition de f~*(B). Prouvons I’inclusion réciproque. Soit ¥ € B ; comme
B C Imf, il existe z € E tel que f(z) = y. Par définition de f~1(B), x € f~1(B);
donc y = f(z) € f(ffl(B)). Cela étant vérifié par tout y € B, on a bien I’inclusion
Bcf(i(B)).

Notons que I’on a en fait, sans aucune hypothese, f(f~'(B)) = BNIm f.

L.1.7 Vérifions (bien que 1’énoncé ne le demande pas expressément) 1’équivalence :
A=f"f(A) & (Vze A, Va' € E : f(z) = f(z') =2’ € A).

Supposons d’abord A = f~!(f(A)),etsoient z € A et 2’ € E tels que f(z) = f(z'). Alors
f(@') € f(A),dou z’ € f~(f(A)) = A. Supposons réciproquement que I’on a I'implica-
tionVe € A, Vo' € E : f(x) = f(2/) = 2’ € A etprouvons’égalité A = f~'(f(A)) par
double inclusion. L’inclusion A C f~1 ( f (A)) est vraie sans aucune hypothese, par définition
de I'image réciproque f~*(f(A)). Soit donc 2’ € f~1(f(A)), de sorte que f(z') € f(A) :
onadonc f(z') = f(x) pourun 2 € A, et ’hypothese faite entraine que ' € A. On a donc
démontré I'inclusion f~!(f(A)) C A, donc I’égalité voulue.

Soit maintenant A une partie saturée. Alors, par définition, A = f~1(B) avec B = f(A). Soit
réciproquement A = f~1(B), avec B C F, et montrons que A est saturée en utilisant I’équi-

valence. Il faut prendre = € A et 2’ € E tels que f(x) = f(2) et en déduire que =’ € A.
Mais f(z) € B,d’ou f(2') € B,d’on 2’ € f~1(B) = A.

L.1.8 Tout d’abord, il doit y avoir un ensemble F' tel que f est une application de F dans F et g
une application de F' dans E.
Si I’on applique les deux dernieres des « nombreuses regles » de la page 17 (celles qui y sont
démontrées), on voit que g est surjective (car go f 1’est) et que f estinjective (car go f 1’est).
On ne peut pas dire mieux, comme le montre 1’exemple suivant. On prend E := {a},
F := {b,c} (avec b # ¢); puis pour f Iapplication a — b et pour g I’'unique application
possible. Alors go f =Idg et f n’est pas surjective et g pas injective.

L19 (@)Si f= f'ou,alors Im f = f(E) = f'(u(E)) C f'(F)=Im f’. Supposons réciproque-
ment que Im f C Im f’. On définit une application v : F — E’ de la maniére suivante : pour
tout x € F, f(x) € Im f C Im f’, et il existe donc au moins un antécédent =’ € E’ tel que
f(z) = f/(«’). On pose alors u(z) = z’ pour I’'un quelconque de ces antécédents z’. Il est
immédiat que 'on a f(x) = (f'ou)(x). Cela étant vrai pour tout x € E,onabien f = f'ou.

(i1) Si f’ = v o f, on ales implications :
f(x1) = f(z2) = U(f(ﬂﬁl)) = U(f(@)) = f'(21) = f'(x2).

Supposons réciproquement que I’implication f(z1) = f(xz2) = f'(z1) = f/(x2) est vérifiée.
On définit une application v : FF — F’ de la maniére suivante : soit y € F';si y & Im f, on
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prend pour v(y) un élément arbitraire de F”. Si y € Im f, quels que soient les antécédents
21,29 € Ede y par f,ona f(x1) = f(x2) =y, d’ou, par hypothese, f/(z1) = f'(x2) = y'.
On choisit alors pour v(y) cet élément y' € F”, qui est bien défini indépendamment du choix
de I’antécédent de y. Il est immédiat que ’on a bien f' =vo f.

Remarquons toutefois que cette démonstration n’est valable que si ’on suppose F' # & : il a
en effet fallu choisir un élément arbitraire de F”. Dans le cas ou F/ = &, on a nécessairement
E = @ (sinon, il n’y aurait pas d’application f’), mais la conclusion n’est pas correcte.

L.1.10 Notons, pour simplifier ce qui suit, i) 1’application étudiée. Nous allons commencer par
traiter trois cas particuliers.
Supposons d’abord que E est vide. Alors F(E, F) etles F(FE;, F') sont tous des singletons,
et v est toujours bijective. Dorénavant, nous supposerons donc que F n’est pas vide.
Supposons ensuite que F' est vide (et E non vide). On sait que, dans ce cas, F(F, F') est vide.
Puisque sa source est vide, 1 est injective. Elle est surjective (et donc bijective) si, et seulement
si, son but est vide, ¢’est-a-dire si, et seulement si, I'un des F(F;, F') est vide, ¢’est-a-dire si,
et seulement si, I’un des E; est non vide.
Supposons enfin que F' est un singleton. Alors F(E, F) etles F(F;, F) sont tous des single-
tons, et 1) est toujours bijective.
Nous supposerons dorénavant que E est non vide et que F' a au moins deux éléments distincts.
Nous démontrerons que 1 est injective (resp. surjective) si, et seulement si, (E;);c; est un
recouvrementde E (resp.les E; sont deux a deux disjoints).
Supposons que (E;);c; soit un recouvrementde E, ¢’est-a-dire que |J E; = E. Alors toute

icl
application f de E' dans F' est totalement déterminée par ses restrictions f; := f|g, , de sorte
que I’application étudiée est injective. Si les £; ne recouvrent pas E, soit z € E qui n’ap-
partient a aucun F;, et soit f une application quelconque de £ dans F'. on peut définir une
application g qui prend les mémes valeurs que f, sauf que f(z) # g(z) (c’est possible pré-
cisément parce que F' a au moins deux éléments). Alors f et g ont méme image par 1, qui
n’est donc pas injective. La premiere équivalence est démontrée.
Supposons que les E; soient deux a deux disjoints. Si I’on se donne une famille (f;);c; de
1 F(E;, F), on peut définir f : F — F qui prend sur chaque E; les mémes valeurs que f;
icl
et qui prend des valeurs arbitraires hors de | J E;. Cela montre que 1) est surjective. S’il existe
icl
i # j et x € E; N Ej, en choisissant f; et f; telles que fi(z) # f;(x), on voit qu’elles ne
peuvent étre restrictions d’une méme application f. L application ¢ n’est donc pas surjective.
La deuxieme équivalence est démontrée.
Les arguments qui précédent montrent que, pour que (f;)icr € [[ F(Fs, F) soit dans Im ),
il

autrement dit, pour que les f; : E; — F soient les restrictions d’une méme application
f: E — F,il faut, et il suffit, que :

V’L,] € Ia fi|EiﬁEj = f]|E1ﬁEJ

L1.11 Remarquons tout d’abord que, si une loi admet un élément neutre e, il est idempotent et
simplifiable ; et que c’est le seul élément a la fois idempotent et simplifiable.
Dans (P(FE),U), le neutre est &, et ¢’est I’'unique élément simplifiable, donc I’'unique élément
inversible. L’unique élément absorbant est E' et tous les éléments sont idempotents.

© Dunod 2018



Solutions des exercices 5

Dans (P(E),N), le neutre est E, et ¢’est I’'unique élément simplifiable, donc ’unique élément
inversible. L’'unique élément absorbant est & et tous les éléments sont idempotents.

L1.12 Soit f: (A,*) — (B, T) un morphisme.
Sia*xa=a,alors f(a)T f(a) = f(a*xa) = f(a) : 'image d’un idempotent par f est bien
un idempotent.
Si E C FE', I'inclusion canonique P(E) C P(E’) définit un morphisme de (P(E),U)
dans (P(E’),U) et un morphisme de (P(E),N) dans (P(E’),N). De I’exercice précédent
découlent alors les conclusions voulues.

L.1.13 Pour composer r éléments égaux a x avec une opération binaire x, on doit écrire a x b,
ol a est obtenu en composant p éléments égaux a x et b est obtenu en composant ¢ éléments
égaux a x avec p + ¢ = r. Pour chaque couple (p,q) € N* x N* tel que p+ ¢ = n, on
obtient ainsi ¢,—_1c,—1 couples (a,b). On en déduit I'égalité ¢,_1 = . cp_1¢4-1. Les

ptg=r
changements d’indices n =7 — 1,7 =p— 1, j = ¢ — 1 donnent la relation voulue. Comme
cg = c¢1 = 1 et co = 2, on trouve successivement : ¢g3 = coCz + c% + caco = 5, puis
c4 = coC3+c1c2+ cacy + csco = 14. Par exemple, les cing compositions mettant en jeu quatre
éléments égaux a x sont: z* (xx (%)), zx ((zx2)*x)), (z*2)*(2*2), ((T*2)*2)) *T

et (z*(zxx)) *z.

I.1.14 Notons x la loi et m : E x E — FE D’application (z,y) — x % y. L’associativité se
traduit par des formules du type m(m(x, Y), z) = m(z, m(y, z)) et la commutativité par des

formules du type m(z,y) = m(y, ).
Pour traduire 1’associativité en diagramme, on remarque que :

(m(x,y),z) = (m x IdE)((x,y),z).

De méme, m(z,m(y,z)) = (Idg x m)(z,(y,z)). On obtient finalement le diagramme

commutatif de gauche ci-dessous. Comme expliqué dans le cours, on a froidement identifié

a E X Ex E lesensembles (E x E) x E et Ex (E x E).

Pour traduire la commutativité en diagramme, on remarque que (y, z) = <p2,p1>(z,y). On

obtient finalement le diagramme commutatif de droite ci-dessous.
mxIdg <p2,p1>

EXEXFE———————-FExFE ExFE ExFE
lIdExm lm \lm
ExFE m FE FE

I.1.15 Tlestimmédiatque CpA C B e AUB =F etque B C CpA < AN B = @. Sous cette
forme, les relations sont visiblement symétriques.

L.1.16 Notons R I’intersection des R;. Alors la relation z R y équivaut a : = — y est multiple
de ny,...,nk, autrementdit, 2 :  —y est multiple de ppcm(ny, ..., ny). Ainsi, I'intersection
des R; est la relation de congruence modulo ppecm(ny, ..., ng).
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L.1.17 Onavudansle cours que R estbien une relation d’équivalence. Soit W' un supplémentaire
de W.Légalité V. =W @& W' entraine :
YoeV, 3w eW : v-—w eW.

En effet, dans cette écriture, w’ est le projeté de v sur W’ parallelement 2 W . La relation
ci-dessus se réécrit :
YoeV, I eW :vRw.

Sous cette forme, elle dit exactement que W' est un ensemble de représentants pour R.

L.1.18 Considérons trois suites u = (U )nen, © = (Un)nen €t w = (wy, )nen . Pour démontrer la
réflexivité : u ~ wu, il suffit de prendre p = O dans la relation qui définit ~. Pour démontrer
la symétrie, on observe que, si u ~ v, I’entier p tel que Vn > p , u, = v, est aussi tel
que Vn = p, v, = un, doll v ~ u. Pour démontrer la transitivité, supposons que u ~ v
etv~w.Ilexistedoncp € Ntelque Vn > p, u, =v,etq e Ntelque Vn > p, v, = w,.
Soit » = max(p, q) le plus grand de ces deux entiers. Alors, pour tout n > r,ona u, = v,
(car n > p)et v, = w, (car n > q), donc u,, = wy,. Ainsi : Vn > r , u, = w,,etl’ona
bien u ~ w.

L.1.19 1) Le plus simple est ici de considérer ’ordre strict associé. Il est défini par :
(Un)nen < (Un)nen s, et seulement s’il existe p € N tel que u, < v, et VR <p, up = vy,.
Il s’agit alors de démontrer que cette relation est antiréflexive (on n’a jamais u < u) et tran-
sitive. Le premier point est évident (il ne peut exister de p € N tel que u,, < u,). Supposons
donc u < v et v < w. Soient p un entier tel que u, < v, et Vn < p, u, = v,, €t ¢ un entier
tel que v, < wy et Vn < q , v, = wy,. Nous distinguerons trois cas :

I. Sip<g,onaVn<p, U, =vp =Wy = Up = Wn, et Up < Vp = Wp = Up < Wp }
2. sip=gqg,onaVn <p, Up =Up = Wy = Up = Wp, et Up < Vp < Wp = Up < Wp ;
3. sig<p,onavVn<gq, U, =Vp =Wy = Up = Wn, et Uy = Vg < Wg = Ug < Wy.
Dans tous les cas, on en déduit que u < w et la relation est bien transitive.
Pour démontrer que 1’ordre est total, on considere deux suites u # v. Soit p le plus petit entier
tel que u, # v, (il en existe par hypothese). On a donc Vn < p, un = vp. Si up < vp, alors
u < v etsi v, <u,,alors v <u.
2) Soient A, B C N et soient u,v € {0,1}" les suites associées. Alors u # v signifie que la
différence symétrique A @ B := (A\ B)U(B\ A) estnon vide (car A@ B =0 < A= DB),
et la relation stricte u < v signifie que le plus petit élément de A & B appartienta B\ A.

3) Tout entier n € N s’écrit de maniére unique sous la forme n = ) ﬂka , ou les chiffres
k>0

binaires (ou bits) S € {0, 1} sont nuls & partir d’un certain rang. Se donner une telle écriture

revient & se donner I’ensemble fini A := {k € N| 8, =1} C N,etl'onaalors n = ) 2%.
acA

L application de I’énoncé est donc bien une bijection de Py(N) sur N.

4)Si A — n et B — p, il s’agit décrire une condition nécessaire et suffisante portant sur A et
B pour que n < p. On sait que cela équivaut a la condition : le bit de plus fort poids qui differe
entre les écritures de n et p vaut O pour n et 1 pour p, autrement dit, le plus grand élément
de A® B appartienta B\ A.
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I.1.20 De maniére générale, notons R la cldture réflexive transitive d’une relation R sur I’en-
semble F. On al’équivalence :
aRb< Jag,...,an €E : a=ap,b=a, et Vie[0,n—1],a; R a;t1-

En effet, la relation S définie par le membre droit de 1I’équivalence logique est réflexive transi-
tive et contient R (c’est évident) ; et, pour toute relation réflexive transitive 7 qui contient R,
on a les implications :

(Vi e [0,n—1],a; R ajy1) = (Vi € [0,n — 1], a; T aj41) = aoSan,
autrement dit, 7 contient S. La relation S est donc bien la plus petite relation réflexive tran-
sitive qui contient R, c’est-a-dire, par définition, R.

Supposons maintenant R symétrique. Il est alors immédiat que la relation S définie ci-dessus
est symétrique, car on a les implications :
(Vi € [0,n—1],a; R aj+1) = (Vi € [0,n — 1], a;41 R a;) = a,Sap.

Autrement dit, R est symétrique. Comme elle est réflexive transitive, c’est bien une relation
d’équivalence.

I.1.21 Dire qu’il existe un cycle pour R équivaut a dire qu’il existe = # y tels que (avec les
notations de I’exercice précédent) 2Ry et yRx, i.e. que R n’est pas antisymétrique. Prouvons
maintenant I’équivalence annoncée.

Si R engendre une relation d’ordre S, celle-ci est réflexive transitive et elle contient donc
la cloture réflexive transitive R. Comme S est antisymétrique, R 1’est également, ce qui a
deux conséquences : R n’admet pas de cycles (selon I’argument ci-dessus) ; R est une relation
d’ordre, donc la relation d’ordre engendrée par R.

Si R n’admet pas de cycle, on a vu que R est antisymétrique. C’est donc une relation d’ordre,
et R engendre bien une relation d’ordre.

I.1.22 Montrons d’abord par récurrence que Ey = {FEy, ..., Ex_1}. C’est vrai pour k = 0 par
convention (ensemble vide) et pour k = 1 puisque Ey = & et £y = {&}.
Supposons que Ej, = {Ey,...,Er_1}. Alors:

Ek-‘,—l =FE, U {Ek} = {EO, .. -;Ek—l} U {Ek} = {Eo, . ,Ek},

ce qui acheve la preuve.
Larelation x € y sur Ej est donc équivalente a la relation d’inclusion stricte, qui est bien une

relation d’ordre stricte. C’est donc encore une relation d’ordre stricte sur |J Ej.
keN

I.1.23 La preuve que I’on a bien une relation d’ordre est exactement la méme qu’a la question 1
de I’exercice V ; de méme pour la preuve que cet ordre est total si ceux des F; le sont.
Supposons maintenant [ fini et les F; bien ordonnés. Puisque I est bien ordonné, on peut
aussi bien prendre I = [1,n] (car tout ensemble totalement ordonné a n éléments est iso-
morphe a [1,n] muni de I’ordre naturel). On sait déja que E = [] E; est totalement ordonné.

iel
11 suffit donc de vérifier qu’il est artinien, autrement dit, que toute suite décroissante de E' est
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stationnaire. Notons z,, = (zgp ), . ,x%p )) le terme général (d’indice p € N) d’une telle suite

décroissante. Par définition de 1’ordre lexicographique, la suite (xgp ))pEN de E; est décrois-

sante. Comme F; est bien ordonné, cette suite est stationnaire, donc constante a partir d’un
certain rang p; € N. La suite décroissante (z,,),>p, de E est formée de termes ayant tous la

méme premiere composante, puisque (zgp ))p>p1 est constante. Par définition de 1’ordre lexi-

cographique, cela entraine que la suite (xgp ))p>p1 de E5 est décroissante. Comme F est bien
ordonné, cette suite est stationnaire, donc constante a partir d’un certain rang ps > p;. Ré-
itérant cet argument, on construit successivement des entiers p; < p2 < -+ < pp tels que,
pour tout k € [1,n], les suites (acz(-p))p%k (1 < i < k) sont constantes. En particulier, la
suite (z,,)p>p, de E est constante.

L.1.24 Soit (E,)nen une suite décroissante de parties finies de E. Alors (card E,,)nen est une
suite décroissante d’entiers naturels, donc elle stationne a partir d’un certain rang ng. Pour tout
entier n > ng,onadonc E,4; C E, et card E,,4; = card E,,, donc F,,y; = E,,.La
suite (Ep,)nen stationne donc au rang ng.

L1.25 Soit (x,)nen une suite strictement décroissante de E. Alors (f (zn))neN est une suite

strictement décroissante de N, ce qui est impossible. Cela montre que F est artinien. Prenons
pour E I’ensemble des parties finies d’un ensemble X ayant au moins deux éléments x # y
(E est ordonné par I’inclusion) et pour f 1’application card . Celle-ci est strictement crois-
sante, car si A est strictement inclus dans B (et qu’ils sont finis), alors card A < card B.
On obtient ainsi un exemple out E' n’est pas totalement ordonné (car {z} et {y} ne sont pas
comparables).

1.1.26 Soit XN le cardinal de I’ensemble E de tous les ensembles. Comme toute partie de E' est un
ensemble, c’est un élément de E, et'ona P(E) C E, donc 2R <R, ce qui est impossible.

L.1.27 On montre ces formules par des bijections explicites. Soient Fq, Eo et F3 des ensembles
de cardinaux respectifs N;, No et N3. On peut de plus (et on le fera) supposer que E5 et Es
sont disjoints.

Notons p; et ps les projectionsde Eq x Es sur Ey etsur E. L'application f — (p1of, paof)
est une bijection de F(FE3, E1 x E3) sur F(Es5, E1) x F(Es3, E2), dont la bijection réciproque
est (u,v) — <u,v>.On en déduit la premiere formule.

L’exercice I.1.10 donne une bijection de F(E2 U E3, E7) sur F(Eo, E1) x F(E3, E1). Onen
déduit la deuxieme formule.

Nous allons maintenant définir deux applications :

©: ]:(E3,]:(E2,E1)) — ]:(E3 X E27E1)
’l/) : ]'-(Eg X EQ,El) — .F(Eg,f(EQ,El)).

La premiere application est ainsi définie. Si f € .F(E3,.7-'(E2,E1)), autrement dit,
f : Es — F(Es, Ey), on définit g := ¢(f) comme 'application g : E5 x Ea — FEj
(z3,32) +— (f(z3))(x2). Comme, pour z3 € E3, ona f(x3) : B — Ei, I'élément
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(f(x3))(w2) de Ey est bien défini, g est bien une application de E3 x E, dans Ej et ¢
est bien une application de .F(Eg, F(FEs, El)) dans F(E5 x Eq, Ey).

La seconde application est ainsi définie. Soit g € F(FE3 x Ea, E1). On définit f := 9(g)
comme l'application f : Es5 — F(Es, E1) qui, & 3 € FEj3, associe I’applica-
tion x2 +— g(x3,x2) € FEp. Il est immédiat, comme ci-dessus, que ’on a bien
f € F(FEs, F(Es, Ey)).

Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier que les applications ¢ et 1) sont bien réciproques

I'une de I'autre : c’est tres facile. Ce sont donc des bijections, et I’on en déduit la troisieme
formule.

1128 Si ENF = getsi F' ¢ F,alors ENF = get FUF Cc EUF, dou
card E + card F' < card FE + card F. En vertu de la commutativité, cela régle le cas de
la somme.

De méme, si '/ C F,alors E x F' C E x F,d’ou card E x card F/ < card E x card F'.
En vertu de la commutativité, cela régle le cas du produit.
De méme, si F/ C F,alors F(E,F') C F(E,F),dou:

(card F/)card E < (card F)card E.

Supposons maintenant que E’ C E et considérons I’application de restriction f — fig/ de
F(E,F) dans F(E', F). Supposons que F est non vide. Alors cette application est surjective
(une application f’: B/ — F s’étend en une application f : F — I en attribuant une image
arbitraire aux éléments de £\ E’. On a alors I'inégalité (card F)ed E" < (card F)card B
Cependant, si F' = &, cette démonstration tombe en défaut, car il n’y a pas d’image arbi-
traire & attribuer aux éléments de F \ E’. De fait, I’inégalité Qeard E' < 0°@rd B ogt fausse si
card E’ = 0 et card E # 0. Rappelons en effet que 0 vaut 1 si X =0 et 0 si X > 0.

L.1.29 Comme cet exercice semble établir des propriétés de N en utilisant les propriétés de N,
nous allons un peu modifier les notations afin de mieux différencier les “entiers intuitifs” des
“entiers de von Neumann”. Pour tout ensemble 2, nous noterons s(x) := x U {z} (“succes-
seur” de x). Les entiers de von Neumann sont donc & et ses successeurs.

(i) Montrons d’abord que, si « est fini, alors y := s(z) est fini. Si y = x, c’est évident (il
découle d’ailleurs de I’exercice V que ce cas ne peut se produire pour les entiers de von Neu-
mann). Nous devons donc montrer que, si a ¢ E, alors E fini = F := E U {a} fini . Par
contraposée, nous supposons que g : ' — F' est une application injective non bijective et nous
voulons en déduire une application injective non bijective f : E — E. Si g(a) = a, ousi a
n’admet pas d’antécédent par g, alors la restriction f de g a E convient. Supposons donc qu’il
existe b € E tel que g(b) = a. Puisque g est injective, ¢ := g(a) # a, donc ¢ € E. Nous
posons alors, pour z € E, f(z) = g(x) si x # bet f(b) =c.llestclairque f : E — E est
encore injective non bijective.

Comme @ est fini, ses successeurs sont finis. Ici intervient un “principe intuitif de récurrence’
qui permet de conclure que les entiers de von Neumann sont tous finis. Cependant, dans I’en-
semble de tous les entiers de von Neumann, 1’application x +— s(x) est injective (cela découle
de la question 2 de I’exercice V), et pas surjective car & n’admet pas d’antécédent (z U {z}
contient I’élément x donc n’est pas vide). L’ensemble des entiers de von Neumann est donc
infini.

(ii) Soit F un ensemble infini. On construit itérativement des applications injectives de chacun

bl
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des entiers de von Neumann dans E selon le procédé suivant. Pour @, on prend 1’application
vide. Si f : x — E est une application injective donnée, elle n’est pas bijective, sinon (d’apres
la premiere question) E' serait fini. Il existe donc y € F sans antécédent. En posant g, := f

et g(z) := y, on définit g : s(xr) — E injective. Si 1’on admet ’existence d’un ensemble N
des entiers de von Neumann, on déduit de la solution de 1’exercice V que N est également la
réunion des entiers de von Neumann, et que les applications injectives f : © — E construites
ci-dessus se recollent en une application injective N — FE'. Il n’est cependant pas clair que
nous puissions déduire 1’existence de N des axiomes assez imprécis qui ont été donnés dans le
cours.

L1.30 D’aprés le module IL1, I’application (q,7) +— ¢k + r de N x {0,...,k — 1}
dans N est bijective et 1’application de 1’énoncé est sa réciproque. Comme
card (N x {0,...,k —1}) = (card N) x (card{0,...,k —1}), onabien kRy = Ry.

1.1.31 Notons, pour n,p € N :
E.p,= {u = (ug)ken € N |V, up <p et Vk=n, u,=0}

Alors E,, ,, est fini, de cardinal p™. De plus, N® = U E,, , est une union dénombrable
n,peN

d’ensembles finis, donc un ensemble dénombrable.

L1.32 Puisque 1 < 2 < Np,ona N < 2R = N4+ N < RN (exercice 1.1.28) et il suffit donc de
montrer que X = RNg. Soit donc F un ensemble infini de cardinal R, et notons F 1’ensemble
des parties X de P(F) tellesque: Vz € X , cardax =NgetVe £y e X |, a Ny = <.
On ordonne F par I’inclusion. On vérifie alors facilement que 1’union de toute chaine de F est
un élément de F, qui est donc inductif. D’apres le lemme de Zorn, F admet donc un élément
maximal X € F : c’est un ensemble de parties dénombrables et deux a deux disjointes de E .

Soit E' = |J . Cette union étant disjointe, on a card E’ = (card X)Rq. Par ailleurs, E\ E’
zeX

est fini (s’ était infini, il contiendrait un sous-ensemble dénombrable =’ et X U {z'} serait un
majorant strict de X dans F, contredisant la maximalité de X dans F). Soient X' = card X
et p=card E' € N. On adonc X = X'Ng + p. On peut maintenant calculer :

NRy = R'RoNg + pRo = R'Ng + pRy == (X' + p)R.

Si N est un cardinal fini, on trouve que X = 8y = RRq. Si N’ est un cardinal infini, on trouve
que N +p =N, d ot Xy = N'Ng < R, d’olt Ry = R,

Puisque R+ X =X+ 0 A X =0 et que XNy = NX.1 A Ny = 1, on voit qu’aucun cardinal
infini N n’est simplifiable pour I’addition ou pour la multiplication.

En revanche, tout cardinal fini n € N est simplifiable pour I’addition. Supposons en effet que
n+ N =n4+ N.Si X est fini, X' I’est aussi et I’on est ramené au calcul dans N ; sinon,
n—+N = X (par exemple parce que R < R+n < R+Ng=N)et n+ X =N dou X =N .Le
lecteur vérifiera de méme que tout cardinal fini non nul est simplifiable pour la multiplication.

L.1.33 On veut montrer que Ng" et (2%0)Xo sont égaux a 2% . Comme 2 < Ry < 2%° entraine
20 < RJO < (2%0)N0 (exercice I.1.28), il suffit de voir que 280 = (2%0)¥0  Or, ce dernier vaut

2XG (exercice I.1.27), donc 2%0
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1.1.34 Table de vérité du connecteur de Sheffer :

Plejrie]
VIV F
VI|F A%
F|V A%
F|F A%

On vérifie alors les égalités suivantes : P|P = =P ;puis: PAQ = (P|Q)|(P|Q),
PvQ=(P|P)|(Q|Q)et P=Q = P|(Q]|Q) (ces égalités sont en fait I’écriture abrégée
d’équivalences logiques).

Le seul autre connecteur binaire dont on puisse dériver tous les connecteurs logiques est le
connecteur NOR (comme “Not Or”) défini par la formule =(P V Q). Le lecteur vérifiera,
par exemple, que P = PNOR P, que PV Q = (P NOR Q) NOR (P NOR @), et que
PAQ=(PNOR P)NOR (Q NOR Q).

I1.1.35 On dresse des tables de vérit€ :

‘P‘QHP:Q‘P/\(P:Q)‘(PA(P:Q)):Q‘
VIV Y \ Y
VI|F F F Y
F|V Y F Y
F|F Vv F Y

P-P[PeCP[P=0P]
\Y F F F
F A\ F Vv

De cette table, on déduit aussi que P = (—P) équivaut a =P : ce n’est ni une tautologie,
ni une contradiction. Pratiquement, si I’on démontre qu’une assertion implique son contraire,
c’est que cette assertion est fausse.

L.1.36 Soient Pi,..., Py les symboles de propositions qui apparaissent dans F' ou dans G.

Supposons d’abord que F' et G sont logiquement équivalentes. Alors, pour toutes valeurs
Z1,...,xr € {V,F} attribuées a Pi,..., Py, les formules F' et G prennent toutes deux la
valeur V ou toutes deux la valeur F. Dans les deux cas, la formule F' < G prend la valeur V
(car F& F et V < V ont pour valeur V). C’est donc une tautologie.
Supposons réciproquement que la formule ' < G est une tautologie. Alors, pour toutes va-
leurs z1,...,x; € {V,F} attribuées & Py,..., P, la formule F < G prend la valeur V,
donc les formules F' et G prennent toutes deux la valeur V ou toutes deux la valeur F. Dans
tous les cas, elles prennent la méme valeur. elles sont donc logiquement équivalentes.
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L.1.37 1l ne s’agit, bien siir, pas d’un exercice d’analyse, mais de bien appliquer les méthodes de
démonstration ! Puisque I’on veut démontrer une implication :

(ngr}rlooun = 1) = (371 eEN:Vp=n, u,> 0), (30)
on peut appliquer la méthode de I’hypothese auxiliaire. On suppose donc 1’hypothese véri-
fiée : (un)nen est une suite de réels telle que hl}rl u, = 1. On veut alors démontrer que

n——+00

(En eN : Vp=n, u > O). On va le démontrer par 1’absurde : autrement dit, on sup-
pose que c’est la négation de cette assertion qui est vraie. D’apres les regles logiques sur les
quantificateurs, cette négation s’écrit :

VneN, dp>n : u, <0. 31

On va d’abord en déduire qu’il existe une sous-suite de la suite (u,)nen dont tous les termes
sont négatifs ou nuls. D’apres (31), appliqué a n := 0, il existe un entier p > 0 tel que u, < 0.
Notons le pg. De méme, en appliquant (31) & n := po + 1, on trouve un entier p > py + 1
(c’est-a-dire p > pg) tel que u, < 0. Notons le p;. Supposons ainsi trouvés des entiers
po < --- < py tels que up, ..., up, < 0.Enappliquant (31) a n := p; + 1, on trouve un
entier p > pi + 1 (C’est-a-dire p > pi) tel que u, < 0. Notons le pp41. La sous-suite
(tp, )ken dela suite (un)nen n’a donc que des termes négatifs ou nuls. Or, il résulte du cours
d’analyse (module I'V.1) que toute sous-suite de (uy,)nen @ pour limite 1, et aussi qu’une suite
convergente de réels négatifs ou nuls a pour limite un réel négatif ou nul. Nous en déduisons
1 < 0, ce qui est impossible, d’oll une contradiction. Notre hypothese (31) est donc fausse ;
c’est donc sa négation qui est vraie. Mais celle-ci est la conclusion de I’implication (30). Cette
conclusion ayant été prouvée en supposant la prémisse (i.e. le membre gauche du signe =)
vraie (hypothese auxiliaire), I’implication 30 est démontrée.

Dans la pratique, on n’annonce pas aussi lourdement I’emploi de I’hypothese auxiliaire. On dit

simplement : “supposons I’hypothése lim w, = 1 vérifiée et prouvons la conclusion ...” En
n—-+o0o

revanche, il est préférable d’annoncer nettement une démonstration par 1’absurde.

n!

L.1.38 Notons ici, pour n,p € N, CP := ﬁ si 0 < p < n et 0 autrement. On a donc
pl(n —p)!
CO=1,Cr=1et CH = 6,0, cest-a-dire, selon la notation de Kronecker, 1 si p = 0 et 0

autrement.

Par ailleurs, la relation de Pascal dit que Cﬁﬁ = CP + CP*1. On la démontre comme suit. Si
p > n, les deux membres de 1’égalité sont nuls. Si p = n, les deux membres de 1’égalité valent
1.Si0<p<n—1,c’estuncalcul :

n! n! n! n!
e P Ty A Ve e [ PRV T
n!
BRI TE ]
B (n+1)!
(P Din—p)!
—an
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Formulons maintenant I’hypothese de récurrence H(r) :
Vn,pe N, n+p=r=CF eN.

Pour 7 = 0, le seul couple possible est (n,p) = (0,0) et, comme C§ = 1, H(0) est vraie.
Supposons I’hypothese vraie jusqu’a r — 1 (récurrence forte), autrement dit, soit r un entier
non nul, et supposons H(0),..., H(r —1) vraies. Soient n,p € Ntelsque n+p=7r.Sin=0
ou p = 0, on sait que C? vaut 0 ou 1, donc est entier. Si n,p > 1 (ce qui implique que r > 2),
la relation de Pascal dit que C? = C?~1 +C?_| . Par H(r—2), C?~1 € Net, par H(r — 1),
C?_, € N;donc CP € N et la démonstration est achevée.
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Module Il.1 : Arithmétique

IL.1.1 Puisque I’ensemble ordonné N vérifie les conditions (N1), (N2), (N3), il possede un plus
petit élément, notons-le w. Par ailleurs, tout z € N posséde un successeur, notons-le s(z), ce
qui définit une application s de N dans lui-méme. Appliquons le théoréme 2 de la page 64. 1l
existe une unique application f de N dans A telle que d’une part f(0) = w et d’autre part
f(n+1) =s(f(n)) pourtout n € N.

Pourtout n € N, f(n+1) = s(f(n)) > f(n), ce qui montre que f est strictement croissante,
en particulier f est injective. De plus, soient m,n € N. Si m < n,ona f(m) < f(n), si
n <m,ona f(n) < f(m),etbienslr f(m) = f(n) lorsque m = n. Ainsi m < n équivaut
a f(m) < f(n). Autotal, f estune bijection de N sur f(N), respectant 1’ordre.

Notons que, pour démontrer le théoréme 1 de la page 64 et le théoréme 2 de la page 64, seules
les propriétés (N1), (N2) et (N3) de N ont été utilisées. Puisque N vérifie ces propriétés, on
peut échanger les roles de N et A/ dans ce qui précede. Il existe donc une unique application
g de NV dans N telle que d’une part g(w) = 0 et d’autre part g(s(z)) = g(z) + 1 pour tout
x € N . Considérons I'application i = f o g de N dans lui-méme. Elle vérifie h(w) = w et,
pour tout x € N,

h(s(x)) =f(9(s(@))) = flo(x) +1) = s(f(9(x))) = s(h(x)).

D’apreés Iassertion d’unicité du théoréme 2 de la page 64, h est I’application identité de N .
On en déduit en particulier que f est surjective. En conclusion, f est une bijection de N sur
N respectant I’ordre.

11 reste & montrer que, si f/ est une bijection de N sur A respectant ’ordre, ona f/ = f. Le
fait que f” respecte I’ordre entraine que, pour tout n € N, f'(n + 1) = s(f’(n)). Soient en
effet y € N et p son unique antécédent par f' : y = f/'(p). Alors (y > f’(n)) équivaut a
(p > n),ouencored (p > n+ 1), c’est-a-direa (y > f'(n+ 1)). D ol notre assertion, en
vertu de la définition du successeur de f’(n). Dans ces conditions, I’égalité f’ = f résulte de
I’assertion d’unicité du théoréme 2 de la page 64.

I.1.2 Démontrons I'inégalité f(n) > n par récurrence sur I’entier n. Puisque f(0) € N, on
a bien f(0) > 0. Supposons que I’on ait f(n) > n pour un certain entier n. Puisque
f est strictement croissante, f(n + 1) > f(n). Comme f(n) et f(n + 1) sont des en-
tiers, on a f(n + 1) > f(n) 4+ 1, par définition du successeur. Mais f(n) > n, donc
fln+1) > f(n)+1 =2 n+ 1, dou I'inégalité cherchée pour I’entier n + 1. L’inégalité
f(n) = n est donc vraie pour tout entier n.
Supposons maintenant que f soit surjective, et montrons qu’alors f est I’application identique
de N, ce qui signifie que f(n) = n pour tout n € N. Raisonnons par ’absurde, et soit m € N
le plus petit entier tel que f(m) # m, soit f(m) > m, vuI’alinéa précédent. Soit maintenant
keN.Si k<m,ona f(k) =k < m, en vertu du caracteére minimal de m. Si k = m,on a

f(k)=f(m)>m.Sik>m,ona f(k) > f(m) > m,donc f(k) > m. Dans tous les cas,

f(k) # m. 1l en résulte que m n’appartient pas a f(N), ce qui contredit la surjectivité de f.

IL.1.3  La réflexivité est évidente : si (z,y) € N?>,onax = z et y < y, donc (z,y) < (z,y).
Soient (z,y), (2',y') € N? tels que (z,y) < (2/,¢') et (2,y) < (z,9). Si z = 2/,
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par définition y < y’ et ¥y < y, donc y = ¢’ et ainsi (z,y) = (a’,y’). Sinon, on a
par exemple = < 2/, mais cela contredit (z’,y’) < (x,y). D’olt 'antisymétrie. Soient en-
fin (z,v), (2/,9), (z",y") € N? tels que (z,y) < (2/,y) et (z',y") < (2”,y"). D’abord
x <2 eta’ <2, donc z < 2”.Six < 2", onapar définition (z,y) < (2”,y"”). Sinon,
z=212",dotx =2’ = 2" Danscecas, y < 9 ety <y”, douy <y’ etpar suite
(z,y) < (2”,y"). D ot la transitivité. La relation < est donc une relation d’ordre sur N2,

La condition (N3) est vérifiée par I’ensemble ordonné N? : pour tout (z,y) € N2, on a
(z,y) < (z + 1,y) . La condition (N1) est vérifiée également. Soit en effet E une par-
tie non vide de N2. Considérons la premiere projection p : (z,y) + = de N? sur N.
Alors p(E) est une partie non vide de N, soit a son plus petit élément. Par construction,
Z :={y € N| (a,y) € E} estune partie non vide de N, soit b son plus petit élément. D’abord
(a,b) € E. Soit ensuite (x,y) € E. En premier lieu, z € p(F), donc x > a. Si > a, on
a (a,b) < (z,y).Six=a,y € Z,donc y > b, et par suite (a,b) < (a,y) = (z,y). Ainsi
(a, b) estle plus petit élément de F.

L’ensemble ordonné N? ne vérifie pas la condition (N2). En effet la partie {0} x N de N? est
majorée par (1,0), mais elle n’a pas de plus grand élément, car (0,n) < (0,n + 1) pour tout
n € N.

1 est clair que, pour tout (z,y) € N2, (x,y + 1) est le successeur de (,y). Par contre,
I’élément (1,0) est distinct du plus petit élément de N?, & savoir (0,0), mais cet élément ne
posséde pas de prédécesseur. En effet les éléments de N? strictement inférieurs 2 (1,0) sont
les (0,n), n € N, et nous avons vu que {0} x N n’a pas de plus grand élément.

II.1.4 1l suffit de montrer que, si a, b sont deux entiers fixés,ona (a 4+ b) + ¢ = a + (b+ ¢) pour
tout ¢ € N. Raisonnons par récurrence sur c. C’est vrai si ¢ := 0, car  + 0 = 2 pour tout
x € N (théoréme et définition 5 de la page 66, propriété 1). Si (a+b)+c¢ = a+ (b+c¢) pour un
certain entier c, la propriété 2 du théoréme et définition 5 de la page 66 donne, vu I’hypothese :

(a+b)+(c+1l)=[(a+b)+c]+1=]a+(b+c)]+1
=a+[b+c)+1] =a+[b+(c+1)],

d’ou I’égalité au rang c + 1.

II.1.5 1) Démontrons par récurrence sur I’entier n € N, la propriété P(n) suivante : pour fout
0

k € [0,n], (Z) est un entier. La propriété P(0) est vraie, car (0) = 1. Soit n un entier

tel que P(n) soit vraie, montrons que P(n + 1) est vraie. Soit k € [0,n + 1]. Si k := 0,

1 1
(n + ) = (n + ) =1 estentier. Si £ > 1, la formule (4) de la page 79 donne :

)0

Puisque P(n) est vraie, les deux termes du membre de droite sont entiers, donc le premier
membre est entier, ce qui prouve que P(n + 1) est vraie.
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2) Fixons I’entier p.

q
1
Pour tout entier ¢ > p, posons S(q) := g <n> . Prouvons 1’égalité¢ S(q) = <qi 1) par
p p
n=p

1
récurrence sur ¢. Le cas ¢ = p est clair, car S(p) = <p) =1= (pi 1> . Supposons que,
D p

1
¢+ . Alors :
p+1

S(g+1) = S(q)+<q;1> - <§11>+<q;1> - (Zﬁ>

la derniere égalité venant de la formule (4) citée. La formule de 1’énoncé est donc vraie pour
tout entier ¢ > p.

pour un certain entier ¢ > p, on ait S(q)

II.1.6 De maniére intuitive, on peut par exemple appliquer 0,1,2,3,4,...sur 0, —1,1,—-2,2,....
Précisons : définissons une application f de N dans Z en posant f(n) := n/2 si n est pair et
f(n) := —(n+1)/2 si n est impair. En sens inverse, définissons une application g de Z dans
N en posant g(k) := 2k si k > 0 et g(k) := —2k — 1 si k < 0. Montrons que f et g sont
deux bijections réciproques 1’'une de I’ autre.

Soit n € N. Si n est pair, écrivons n := 2p. Alors f(n) = p > 0, donc
g(f(n)) = g(p) = 2p = n. Si n est impair, écrivons n := 2p — 1, o p € N*. Alors
f(n) =—p <0,donc g(f(n)) =g(—p) =2p—1=n.Ainsi g o f est I'identité de N.

Soit ensuite k € Z. Si k > 0, g(k) = 2k est pair, donc f(g(k)) = k. Si k < 0,
g(k) = —2k — 1 est impair, donc f(g(k)) = —((—=2k — 1) +1)/2 = k. Ainsi f o g est
I’identité de Z.

I1.1.7 Supposons donc n > 1 écrit comme en (10). Soit d € N*. D’apres le théoreme 38
de la page 87, d divise n si, et seulement si, v,(d) < vp(n) pour tout p € P. Cela re-
vient a dire que vp(d) = 0si p ¢ {q1,...,qs} et vg,(d) < e pour i = 1,...,s. Soit
I = [0,e1] x [0,ez] x --- x [0,es]. D’apres le théoreme 37 de la page 86, I’application
(a1,...,a5) —> ¢ -+ ¢% est une bijection de I sur ’ensemble des diviseurs strictement
positifs de n. Le nombre de ces diviseurs est donc le cardinal de I, c’est-a-dire, en vertu du
théoréme 18 de la page 73, le produit (e; + 1)(ez +1)---(es + 1).

I1.1.8 Toutd’abord 1 + 1 = 2 = 105. Tous les calculs ci-apres sont en base 2, nous omettrons
donc I’indice 2. Voici la table d’addition (a gauche) et la table de multiplication (a droite) en
base 2 :
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Effectuons I’addition 1011 + 101, en notant les retenues :

111

1011
+ 101
= 10000

En systeme décimal, cela correspond a I’égalité 11 + 5 = 16. Effectuons de méme la multipli-
cation 1011 x 11 :

1011
X 11

111

01011
+ 1011
= 100001

En systeme décimal, cela correspond a 1’égalité 11 x 3 = 33.

s
IL1.9 Soit n € N*, écrit en base 10 : n = (ara,_1---a1ap)10, autrement dit n = > a,10*.
k=0

On peut écrire n = 100m + ¢, en posant t := (ajag)ip = 10a; + ap et m := Y ap108~2.
k=2

Puisque 4 divise 100, n est multiple de 4 si, et seulement si, ¢ I’est. Ainsi la divisibilité de n

par 4 se teste sur les deux derniers chiffres (a droite) de n. Ainsi 1984 est multiple de 4 car

84 T’est, mais 2026 n’est pas multiple de 4, car 4 ne divise pas 26.

Passons 2 la divisibilité par 9. L'idée est que 9 = 10 — 1. A I'aide de la formule (8) de la
page 82, on en déduit que, pour tout k € N, 9 divise 10* — 1. Soit alors S la somme des

chiffresde n. Onan — S = > ax(10* — 1), donc 9 divise n — S. Il en résulte que n est
k=0

divisible par 9 si, et seulement si, S I’est. Par exemple 846 est multiplede 9 car 84446 = 18

Iest, et 1925 n’est pas multiple de 9 car 1 494245 = 17 n’est pas multiple de 9. Voici un

autre exemple : n = 384 165 est multiple de 9. En effet, la somme des chiffres de n est 27, et

la somme des chiffres de 27 est 9.

II.1.10 Appliquons le théoreme 31 de la page 81 avec b = 10. L’application

n—1
f:(ag,...,an_1) + > ax10F est une bijection de [0,9]" sur [0,10"]. L’ensemble des
k=0
entiers de [0,10™[ dont I’écriture décimale ne comporte pas le chiffre 7 est I'image par f
de ([0,9] \ {7})™, son cardinal est donc 9™. Ainsi I’ensemble des entiers de [1,10™] dont
I’écriture décimale ne comporte pas le chiffre 7 est de cardinal 9™ — 1.

IL1.11 Légalité 22" = F, — 1 implique 22" = F2 — 2F, + 1. Il en résulte que le reste de
la division de 22" par F,, est 1. Si a,b sont deux entiers et si le reste de la division de a
(resp. b) par F,, est 1, il est clair que le reste de la division de ab par F), est aussi 1. Par
récurrence, on en déduit que, pour tout entier k > n + 1, le reste de la division de 92" par F),
est 1. En particulier le reste de la division de 22" par F, est 1, donc le reste de la division de
F,, = 22" +1 par F, est 2, ce qui montre que F), divise F,,, — 2.
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Pour tout n € N, F}, est un entier impair et F;, > 3, donc F;, possede un facteur premier p,
(théoréme 33 de la page 83). Montrons que, si n, m € N sont distincts, p,, # p.,. On peut par
exemple supposer n < m. Nous avons vu que £, divise F;,, — 2, donc p,, divise F;,, — 2. Par
contre, p,, divise F,, mais p,, # 2, donc p,, ne divise pas F,,, — 2, et par suite p,, # pn -
Lorsque n décrit N, les p,, sont donc des nombres premiers deux a deux distincts, ce qui
montre que I’ensemble des nombres premiers est infini : on retrouve le théoréme 35 de la
page 85.

II.1.12 1) Pour tout entier n € N*, notons D(n) I’ensemble des diviseurs strictement positifs

de n.Si x € D(a) et y € D(b), xy divise ab, d’ol une application f : (z,y) — zy de
D(a) x D(b) dans D(ab). Inversement, soit d € D(ab). Alors dAa € D(a) et dAb € D(b),
d’ou une application g : d — (d A a,d Ab) de D(ab) dans D(a) x D(b). Montrons que f et
g sont deux bijections réciproques I’une de I’autre.

Soit (z,y) € D(a) x D(b). Puisque a est premier avec b, il est premier avec y. Le théoréme
de Gaull montre donc que zy Aa = x Aa = x. De méme xy Ab = y Ab = y, d'ou
9(f(2,y)) = (zy Na,ay Ab) = (z,y).

Soient inversement d € D(ab) et x := d A a, y := d A b. Montrons que xy = d. Notons les

égalités suivantes, valables pour trois entiers «, 3, quelconques (pour les démontrer, on peut
utiliser les formules (13) et (14) du texte) :

aN(BVy) = (@AB)V(any), aVv(BAy) = (aVB)A(aVy).
Puisque a et b sont premiers entre eux, x Ay = 1, donc xy = z V y. Ainsi :
2y = xVy = (dAa)V(dAD) = dA(aVd) = dAab = d.
D’olr notre assertion : f(g(d)) = d.

Nous pouvons maintenant calculer s(ab) = 3. d en effectuant le changement d’indice
deD(ab)

bijectif défini par f :

s(ab) = Z d= Z xy = Z x Z y | = s(a)s(d).

deD(ab) (z,y)€D(a)xD(b) z€D(a) y€eD(b)

2) Puisque M, est premier, ses seuls diviseurs strictement positifs sont 1 et A, donc
s(Mp) = 14 M, = 2P Par ailleurs, les diviseurs de 2r=1 gontles 2", h = 0,...,p—1,dou,
en vertu de la formule (8) :

s(2P7h) = 1424224 4207 =20 1 = M,.
L'entier M,, est impair, donc premier avec 2P~ !. D’apres la question 1, il vient :
s(N) = s(2P7'M,) = s(2P71)s(M,) = M, x 2" = 2N.
3) La encore m est premier avec 2", donc la question 1 donne :
27l = 2N = s(N) = 5(2")s(m) = (2" —1)s(m).

Les entiers 2"+t! — 1 et 2”1 sont premiers entre eux, et 2”71 — 1 divise 2"+ 1m, il divise
donc m, en vertu du théoreme de GauB : il existe ¢t € N* tel que m = (2771 — 1)¢. L’égalité
2rt1im = (2"t — 1)s(m) donne donc s(m) = 2" +1¢.

© Dunod 2018



Solutions des exercices 19

Observons que t et m divisent m, et ¢ # m parce que r > 1. Par ailleurs
t+m = 2"t = s(m). Il en résulte que D(m) = {t,m}. Mais 1 € D(m), d’ou néces-
sairement ¢ = 1. En outre m > 1, et m n’a que deux diviseurs strictement positifs (1 et
m), i.e. m est premier. Or m = 2"T! — 1, donc p := r + 1 est nécessairement premier
(cf: I'exercice 8 de la page 84). Alors m = 2"+ — 1 =2P — 1 = M,,.

Voici le résultat obtenu (il est dii a Euler). Soit N un entier pair strictement positif. Pour que
N soit parfait, il faut et il suffit qu’il existe un nombre premier p, tel que d’une part le nombre
de Mersenne M,, = 2P — 1 soit aussi premier, et d’autre part N = 2P~1M,,. Les premiers p
répondant a la question sont 2,3,5,7,car My = 3, M3 =7, Ms = 31 et M7y = 127 sont
premiers, d’ou les nombres parfaits pairs suivants :

21 x3=6, 22x7=28, 22 x31 =496, 26 x 127 = 8128.

Signalons qu’a ce jour, on ne connait aucun entier impair parfait, mais on ne sait pas démontrer
que de tels entiers n’existent pas.

IL1.13 Ecrivons donc ab = n?, ol n € N*. Soit p un nombre premier. Si p divise a, il ne divise
pas b (car a et b sont premiers entre eux). Ainsi v,(b) = 0, d’o v,(a) = v,(n?) = 2v,(n),
en vertu de la formule (12). Ainsi v, (a) est pair, et c’est aussi vrai si p ne divise pas a (alors
vp(a) = 0). Appliquons maintenant la formule (11). On en déduit que

a = H pup(a) _ a/Q, ol d = H pvp(a)/Q'
peP peP

La formule définissant I’entier a’ est licite : d’une part il s’agit en fait d’un produit fini, d’autre
part, chaque v,(a)/2 est entier. Ainsi a est un carré, de méme b est un carré.

Soient maintenant x,y deux entiers impairs : x := 2t + 1 et y := 2u+ 1, ou ¢, u sont entiers.
Alors :

22 4y? = (212 + QuA+1)? = 42+ 4t + 1)+ (e +H4u+1) =42+t +uu) + 2.

11 en résulte que le reste de la division de 2 + y? par 4 est 2, donc 2% + y? est multiple de 2
mais pas de 4.

IL.1.14 Un triplet (u,v,w) € (N*)3 est pythagoricien si, et seulement s’il existe un triangle rec-
tangle dont I’hypoténuse a pour longueur w et les deux autres cotés ont pour longueurs u et v
(théoréme de Pythagore et sa réciproque). C’est ce qui explique 1’adjectif pythagoricien. On
se propose donc de trouver les triangles rectangles dont les longueurs des trois cotés sont des
entiers.

Supposons d’abord que d, a, b soient trois entiers comme dans 1’énoncé et définissons w, v, w
par les formules (). Alors :

u® + 0 = d*[(a® = V) + 4a”%] = d*[(a* — 2a°0* + b*) + 4a°b?]
= d*[a* 4 200 +b*] = d*(a® + b°)* = w”.

De plus, u > 0 parceque a > b > 0 et d > 0,de méme v > 0, et évidemment w > 0, ce qui
prouve que (u, v, w) est un triplet pythagoricien.
Soit inversement (u, v, w) un triplet pythagoricien. Supposons d’abord que w, v, w soient pre-

miers entre eux. A cause de 1’égalité u? + v2 = w?, on voit en fait que u, v, w sont premiers
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entre eux deux a deux. Parmi les entiers w, v, w, il y en a au plus un qui est pair (si deux d’entre
eux étaient pairs, ils ne seraient pas premiers entre eux). De plus, u et v ne peuvent étre tous les
deux impairs, car sinon 1’exercice précédent montrerait que w? est multiple de 2 mais pas de 4,
ce qui est absurde. Quitte a échanger u et v nous supposerons donc v pair et u, w impairs.
Partons des égalités u? = w? — v? = (w + v)(w — v). Les entiers w + v et w — v sont
premiers entre eux. En effet, dans le cas contraire, il existerait un nombre premier p divisant
w+vetw—wv, p# 2 puisque w+ v est impair. Alors p diviserait 2w = (w +v) + (w — v)
et 2v = (w+ v) — (w — v), donc p diviserait aussi w et v (d’apres le lemme d’Euclide),
contredisant le fait que v, w soient premiers entre eux.
Appliquons I’exercice précédent. Les entiers w + v et w — v sont premiers entre eux et leur
produit u? est un carré, donc chacun d’eux est un carré. Il existe donc r,s € N* tels que
w+v=r%etw—v=s2 Comme w+v et w—v ont méme parité et w +v > w — v,
r,s ont méme parité et r > s, donc a := (r + s)/2 et b := (r — s)/2 appartiennent & N* et
a > b. Maintenant a + b = r donc w +v = (a + b)?,et a — b = s donc w — v = (a — b)?.
On en déduit :

1

1
w=3 (a—l—b)Q—l—(a—b)Q} =a’+b* et v= 5[(a+b)2—(a—b)2} = 2ab.
Ensuite u? = (w+v)(w—v) = r?s?,donc u = rs = [(r+s)/2}2 - [(rfs)/2]2, c’est-a-dire
u = a? — b%. D’ou les égalités voulues :
w=a’>-0b%, v=2ab, w=a>+b%.
Enfin a A b =1, parce que a A b divise évidemment u, v et w.
Soit maintenant (u,v,w) un triplet pythagoricien quelconque, posons d := u A v. Alors d

2 et v2; par suite d? divise u? + v? = w?, ce qui entraine

divise u et v, donc d? divise u
que d divise w. Ecrivons u := du’, v := dv’, w := dw'. Le triplet (u/,v’,w’) est toujours
pythagoricien, mais cette fois ' Av' = 1. A fortiori v, v’,w’ sont premiers entre eux. D’apres
le cas traité ci-dessus, il existe deux entiers a, b premiers entre eux, vérifiant a > b > 1 et tels

que u’,v’,w’ soient donnés par les formules :
W= a?—-b%, v o= 2ab, W = a?+ 2.
On en déduit comme désiré les égalités suivantes :

u = d(a®—b*), v = 2dab, w = d(a®+b?).

Détaillons la solution « géométrique » suggérée dans 1’énoncé.
Considérons le point A := (—1,0) € C. A tout point M := (z,y) € C\ {A}, asso-
cions la pente ¢ de la droite AM, c’est-a-dire t := y/(z + 1). Alors y = t(z + 1), d’ou
t2(x+1)2=y?>=1-22,s0it t*(1 + x) = 1 — z puisque z # —1.
Ainsi 7 = (1 —?)/(1 +t?), d’ou 'on déduit 1 + 2 = 2/(1 + #?) puis y = 2t/(1 + t?).
Inversement, si ¢ € R et si I’on pose :

2
e 0=

z(t) =

le point (z(t), y(t)) appartienta C, puisque

()

) s (=) 442 (143
w(t) —i—y(t) = (1+12)2 - (1+t2)2 =1
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De plus z(t) # —1,i.e. (x(t),y(t)) # A.Ilen résulte que ¢ — (z(t),y(t)) est une bijection
de R sur C'\ {A}, i.e. les formules (x*) définissent une paramétrisation de C' \ {A}.
On peut retrouver cette paramétrisation a I’aide de la trigonométrie.
Soit M = (z,y) € C\ {A},i.e. ¢ # —1. On sait qu’il existe un unique 6 € ]—m, [ tel que
x = cosf et y = sinf. Posons ¢ := tan(#/2). Les lignes trigonométriques de I’angle double
6 = 2(0/2) sont données par les formules classiques :
1—¢? 2t 2t
COSG:H—ISQ’ sin@zm, tan@zm,
la derniere formule étant valable si ¢ # +1, soit § # +m/2. On retrouve les formules (%) :
x=ux(t) ety =y(t).
Soit maintenant (u,v,w) un triplet pythagoricien. Supposons comme précédemment w, v, w
premiers entre eux et v pair (u,w sont donc impairs). Posons z := uw/w et y := v/w.
L’égalité u? 4 v? = w? implique 22 4 y? = 1. Notons que x,y sont des nombres rationnels
strictement positifs. Ainsi ¢ = y/(z + 1) est un rationnel strictement positif. En outre, vu ce
qui précede, = = z(t) et y = y(t). Ecrivons t sous forme irréductible : t = b/a, ott a,b € N*
sont premiers entre eux. Alors :
x:x(t):l_t2:a2_b2 y = ylt) = 2t _ 2ab .
1+¢2 a?+b%’ 1+¢2 a? + b?

La fraction u/w est irréductible. Comme u/w = x = (a® — b?)/(a® + b?), il existe k € N*
2

tel que a®? — b? = ku et a? + b*> = kw. De méme la fraction v/w est irréductible, donc
2ab = kv. L’entier k divise a® 4 b? et a® — b2, donc k divise 2a? et 2b2. Il en résulte que %
divise (2a%) A (2b%) = 2, donc k vaut 1 ou 2. Supposons que k = 2. Alors ab = v est pair,
donc I’un des entiers a, b est pair et I’autre impair. C’est absurde, car a? — b? = 2u est pair.
Finalement £ = 1, d’ou :

uw=a>-0b%, v=2ab, w=a’+b.

Nous avons retrouvé les formules obtenues précédemment.

IL1.15 Si (a,b) € [1,m] x [1,n], on a effectivement :
a+(b—-1)m<m+ (n—1)m=mn.

Ainsi (a,b) — a 4+ (b — 1)m est une application f de [1,m] x [1,n] dans [1,mn].
Montrons que f est surjective. Soit © € [1,mn], effectuons la division euclidienne de z
par m :x = gn+r,onqgr € Netr < m.Sir =0,onal < ¢g < net
x=gm=m++ (qg—1)m = f(m,q). Supposons r > 0. Alors ¢ < n,et x = f(r,q+1).
Montrons que f est injective. Soient (a,b),(a’,d') € [1,m] x [1,n] tels que
fla,b) = f(a',V), soit a + (b —1)m = a’ + (V) — 1)m. Cette égalité s’écrit aussi :
a—a =m(b —b).Comme a,a’ € [I,m],onala—a|<m—1<m,dott m|b) —b] <m,
soit |b' — b| < 1.Mais |’ —b| € N, donc |V/ —b| =0, i.e. b=10,doul’on déduit a = a’.
En conclusion, f estune bijection de [1, m] x [1,n] sur [1, mn], ce qui montre que le cardinal
de [1,m] x [1,n] est mn : on retrouve le théoréme 18 de la page 73.

IL1.16 1) Soit g I’application (x,y) — (y,z + y) de N? dans N2. D’apres le théoreme 2
de la page 64, il existe une unique application f de N dans N? telle que f(0) = (0,1) et
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f(n+1) = g(f(n)) pour tout n € N. Si n € N, f(n) est un couple d’entiers, notons F),
et v, ses composantes : autrement dit f(n) = (F,, v, ). Vu la définition de g, on a pour tout

entier n :

(Fag1,vng1) = f(n+1) = g((Fna”n)) = (Vn, F +vn),
ce qui montre que v, = F,41, et par suite v,41 = F,i4o. Il en résulte que
Foio = v, + F, = Fhoy1 + F,, donc les F,, vérifient la relation de récurrence indiquée.

Enfin (0,1) = f(0) = (Fo,v0) = (Fo, F1), donc Fy = 0 et Fy = 1. Ainsi la suite (F},)n>0
a les propriétés requises.
2) Notons les premieres valeurs de F), :
Fh =0, F =F =1, F3 =2, Fy =3, F; = 5.
Vu la relation de récurrence définissant la suite (F},),>0, il est clair que Fj, > 0 désque k > 1

et F, > Fy_1 dés que k > 3 (car alors Fj,_o > 0). Il en résulte que, si £ > 4, la division
euclidienne de Fj, par Fj_1 s’écrit: F, =1 X Fy_1 + Fji_o : le quotient est 1 et le reste est

On en déduit immédiatement, par récurrence sur m, que 1’algorithme d’Euclide (théoréme 41
de la page 89), appliqué avec a := F,, et b := F,,_1, conduit aux suites (qi,...,¢m—2) et
(r1,...,7rm) définies ainsi : 1 := F,_g41 pourtout k € [1,m —1], r,, := 0, g := 1 pour
tout k € [1,m — 3] et gmn—2 := 2. Cela correspond aux divisions euclidiennes successives
suivantes :

Fr=1xF, 1+ Fu 2
Fr1=1XFu o+ Fp 3

F5:1><F4+F3
F4:1><F3+F2
F3:2><F2+0.

Le dernier reste non nul est F> = 1, donc le pged de F;,, et F),,_; vaut 1. Noter que le nombre
de divisions euclidiennes effectuées est m — 2. Tout ce qui précede est valable lorsque m > 3.
Si m = 2, I'algorithme d’Euclide se réduit a I’égalité F, =1 x F} 4 0.

3) Démontrons I'inégalité 7y,42_ > Fjy1 par récurrence sur k € [1,n]. Pour £k = 1, on
arpt1 =2 1 = Fy.Pour k =2,onar, >r41+1>2=Fs. Soitk € [l,n—2],
supposons que I’inégalité voulue soit vraie pour k et k + 1. Autrement dit r, o5 > Fy41 et
Tnil—k 2 Frqo.

L’égalité v, = qn_kTn—k+1 + Tn—k+2 implique alors r,_x = Gn_rFri2 + Fiy1. Mais
Tn—k > Tn—k+2, donc qn—p = 1,dou rp_p = Fiyo + Fry1 = Fyi3, ce qui prouve
I’inégalité voulue pour k + 2. En conclusion, cette inégalité est vraie pour tout k& € [1,n].
Pour kK =n,onobtient b =1ry > F, 4.

4) Observons que t et u sont les deux racines de ’équation 22 —x — 1 = 0. Ainsi t> =t + 1,
d’ott tF+2 = tF+1 4+ t* et de méme u¥t2 = w**1 + ¥, ceci pour tout k € N.
Démontrons 1I’égalité de 1’énoncé par récurrence sur k. Elle est vraie si k := 0, car Fy =0 et

t® = 1 = u°. Elle est vraie pour k := 1, car t — u = /5 et F; = 1. Considérons un entier
k > 2, et supposons que I’égalité visée soit vraie pour tous les entiers h € [0,k — 1]. Alors

Fk72 = T = > kal =
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d’ou I’on déduit :
1 .
Fk = Fk—l + Fk—2 = ﬁ [(fk_l + tk_2) — (uk_l + Uk_Q)} s So1t
ek
Fp = — .

V5

Cette égalité est donc vraie pour tout k € N.

5) Reprenons les notations de la question 3. L’inégalité Fj,1; < b et I’égalité de la question
précédente donnent : vt gyl < py/5. Par ailleurs |u| < 1 (une valeur approchée de u
a 0,001 pres est —0,618), donc <1+ b\/g. On en déduit I'inégalité de 1I’énoncé :

In(1 + bv/5) 1n(1+b\/5)>

n+1 <

it 1< F
Int ) soit m < Int

Soit maintenant m le nombre de chiffres décimaux de b, i.e. le seul entier tel que
10m™~1 < b < 10™. Ainsi b < 10™ — 1. On en déduit les inégalités :

In(1++/5(10™ — 1))) o In(10mV5)

Int Int B

n < ¥(m) ::E<

Lorsque m vaut 1,2 ou 3, on constate que ¢ (m) = 5m, d’ott n < 5m. Supposons m > 4.
Il nous suffit de prouver I’inégalité :

In(10™+/5 )
n(lit\/_) < 5m+1, soit m(5lnt—1Inl0) > §1D5—lnt.
n

On vérifieque 5Int —In10 > 0,1 et (In5)/2 —Int < 0,4, d’ou la conclusion.

IL1.17 1) Soit (z,y) € N*2 et posons (2/,7y') = f((z, y)), («",y") = f((z’, y’)) La
définition de f montre qu’on a toujours ' + 3y’ < z + y, et par suite 2" +y” < 2’ + ¢ . En
outre, si © > y, on est dans ’un des cas b), ¢), e), et cette définition montre que =’ +y’ < z+y.
Sil’on se trouve dans le cas d), (2/,y') = (y,z),donc &’ > ¢, d’ob 2" +y"” <2’ +y vuce
qui précede. Tout cela donne I'inégalité ="/ + y” < x + y dés que = # y.

Cela étant, supposons par 1’absurde a, # b, pour tout n. D’aprés ’alinéa précédent,
Unt2 + bpyo < an + by, pour tout n € N. La suite (agr + bog)r>0 est donc une suite
strictement décroissante d’entiers naturels, ce qui contredit le théoréme 4 de la page 66.

2) Soient (x,y) € N*? et (2/,7) := f((x,y)) .Posons d := z Ay, d := 2’ Ay'. Calculons d’
en fonction de d, en distinguant les différents cas. Dans les cas a) et d), il est clair que d’' = d.
Dans le cas ¢), z est impair, donc 2 Ay = & A (2y') = x Ay’ en vertu du théoreme de GauB3,
d’olt d = d’ dans ce cas. Dans le cas €), = et y sont impairs, et le méme argument montre
que d=d.

Supposons enfin que 1’on soit dans le cas b). Si y est impair, d = d’ comme ci-dessus. Par
contre, si y est pair, y = 2y’, la distributivité de la multiplication par rapport au pged donne
d = (22') A (2y') = 2d'. En résumé, d = d’ sauf si x,y sont distincts et tous deux pairs,
auquel cas d = 2d’.

Venons-en a la question posée. Pour tout k£ € N, posons dj, := ax A by, de sorte que d = a A b
estégal a dy et d,, = a,, (car a, = b, ). Si k € N, ce qui précede montre que dj, = dy1 sauf
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si ag et by sont distincts et tous deux pairs, auquel cas d, = 2dj1 . On en déduit que I’entier
h cherché est le nombres d’entiers k € [0,n — 1] tels que ay, et by soient tous les deux pairs.

3) Appliquons la définition de f mécaniquement :
(a0, bo) = (9000, 1575) , (a1,b1) = (4500,1575), (az,b2) = (2250, 1575),
(as,bs) = (1125,1575), (a4,bs) = (1575,1125), (as,bs) = (1125,225),
(ag, be) = (225,450), (ar,br) = (225,225).
Ainsi n =7, ay = 225 et h = 0, donc 9000 A 1575 = 225.
4) Voici un programme renvoyant le pged d de a et b :

PGCD (a, b)

X:= a; y:= b; d:=1;

tant que x <> y faire
(si xmod 2 =0

alors
(x:= x/2;
si ymod 2 = 0
alors
d:= 2xd
sinon
rien
)
sinon
(si ymod 2 =0
alors
y =y/2
sinon
(si x <y
alors
(z:= x; x:=y;, y:= z)
sinon
(z:= x; x:= y; y:= (2-%)/2)
)
)
)
d:= dxx;

rendre (d)

5) La conclusion est évidente si ¢ = b, c’est-a-dire n = 0, ousi 1 < n < 4, car alors
log, (max(a, b)) > 1. Supposons n > 5, et posons M := max(a,b). Soient (z,y) € N*?
et (/,y) = f((x,y)) Si I’on n’est pas dans I'un des cas a) ou d), la définition de f
montre que 1’on a z’y’ < xy/2. Lorsqu’on applique f successivement pour construire la
suite ((ak, bk))k>0, on ne peut se trouver deux fois de suite dans I’un des cas a) ou d), sauf
a partir du moment ol cette suite stationne. Il en résulte que, pour tout k € [0,n — 2], on a
ap42bp42 < arby/2.

Supposons n pair, écrivons n := 2p. Alors a,b, < ab/2P < M?/2P. Mais anb, > 1,
donc 2P < M2, puis 2" < M*. Supposons n impair, écrivons n := 2p + 1. Alors
ap—1bn—1 < ab/2?P . Lorsqu’on passe de (a,—1,b,—1) & (an, b,) en appliquant f, on n’est pas
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dans ’un des cas a) ou d), donc a,b,, < an—1b,—1/2. Dans ces conditions, a,b, < ab/27”Jr1 s
d’oti comme ci-dessus 2Pt < M2, puis 271! = 2200+ < M4 A fortiori 27 < M.

Ainsi 2" < M* dans tous les cas. En prenant les logarithmes en base 2, on en déduit I’inégalité
voulue : n < 4log, (M).

I1.1.18 1) Rappelons d’abord que r est le seul entier tel que p” < n < p" T (cf I’exercice 7 de
la page 82). Linégalité n < p"*! montre en outre que v,(n) < 7.

Cela étant, soit donc F' 1’ensemble des couples (k,t) € [1,7] x [1,n] tels que p* divise ¢. La
formule de Fubini donne :

card (F' anrd ({keltr ’pk |t}) = anrd ({tel1,n] ’pk | t})

Soit d’abord ¢ € [1,n]. Par définition de v,(t), un entier k¥ € N* est tel que p* divise ¢ si
et seulement si k < v,(t). Puisque ¢ < n < p"™1, ona v,(t) < r, vu 'alinéa précédent,
appliqué a t au lieu de n. Il en résulte que tout k& € N* tel que p* divise ¢ vérifie k < r
Comme Vp(t) est le nombre d’entiers k£ > 1 tels que k < zzp(t) (1), on en déduit ceci :

card ({k € [1,r] ‘pk [t}) = v(t).

Sommons ces égalités pour ¢ = 1,...,n. Par définition, n! est le produit de tous les entiers
t € [1,n]. D’apres la formule (12) du texte, m est la somme des v,(t), ¢ décrivant [1,n].
D’ol card (F) = m.

Soit maintenant k¥ € [1,7]. D’abord u + up® est une bijection de N* sur 1’ensemble des
multiples (strictement positifs) de p*. Ensuite, si u € N* et t := up”, I'inégalité ¢t < n
équivaut 2 u < n/p”, ou encore, par définition de la partie entiere, 2 u < F(n/p*). Ainsi

card ({t € [1,n] ’pk |t}) = card ({u e N* | u< E(n/p")}) = E(n/p").

La formule de Fubini donne maintenant le résultat attendu :
m = card (F Z FE ( )

2) Ecrivons n = n/ + n’, en posant :

/ "

n = arpr+~~~+akpk et n’ = ak,lpk71+~~~+a1p+ao.

L’exercice 7 de la page 82 donne n”’ < p*, de sorte que

" "

n r—k n n
— =ap "+ tagpptagt 4 =t+—,
b p p
ol ¢ est un entier. Comme n'//p* € [0, 1[, ¢ est la partie entiere de n/p"
r
n k -

i=k

3) Les deux questions précédentes donnent les égalités :

=y (S z <zpa ) S, <zp>

k=1 \j=k Jj=1
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La derniére égalité vient du changementd’indice h := j—k, ol j € [1,r] est fixé. Multiplions
par p — 1, et utilisons la formule (8) du texte :

T

mp—1) = Y aj(p—1) (th> =D a0 - 1).
j=1 h=0

j=1

Puisque p° = 1, on en déduit ceci :

mp—1) =Y a;(p' =1) = Y ajp/ =Y a; = n-S5.
=0 =0 =0

La formule de Legendre en résulte.
Prenons p:=2 et n :=1000.0Ona:

1000 = 5124256+ 128 + 64 +32+8 = 29 428 427 4 26 1 25 4 93

Autrement dit, I’écriture de n en base 2 est n = 1111101000>. En tous cas la somme S vaut
6 (dans I’écriture binaire de n, il y a six chiffres égaux a 1). La formule de Legendre donne ici
(p—1=1):1,(1000!) = 1000 — S = 994.

IL1.19 D’aprés la proposition 57 de la page 98 (ici d = 1), il existe (ug,vp) € Z? tel que

aug + bvg = t. De plus, les solutions (u,v) € Z? de ’équation au + bv = ¢ sont exactement
les couples (ug + kb,vg — ka), ot k décrit Z. 1l reste a prouver I'existence d’un k € Z tel
que les entiers u := ug + kb et v := vy — ka soient positifs, ce qui se traduit par les inégalités
suivantes (parce que a > 0 et b > 0):
—up

o Sks o ()

La différence entre les rationnels vg/a et —ug/b est:

Vo Ug aug + bug t

a b ab ab

Par hypothese ¢/ab > 1, donc I’exercice 14 de la page 103 donne I’existence d’'un k € Z
vérifiant les inégalités ().

IL1.20 Ecrivons S := T + 1/2™, ot T est la somme des 1/k pour tous les entiers k € [1,7]

distincts de 2™ . On peut écrire T := A’/B’, ot A’ € N* et B’ est le ppcm de tous les entiers
k € [1,n] distincts de 2™ . Considérons un tel entier k. L’idée est que k n’est pas multiple de
2™, car sinon k s’écrirait k = 2™¢, t € N* étant un entier distinct de 1. Cela impliquerait
E>2mtl > p ce qui est absurde. Ainsi v2(k) < m — 1. D’apres le théoreme et définition 42
de la page 90, on en déduit I'inégalité vo(B’) < m — 1. Soit alors A/B la forme irréductible

de S.1Ilvient :
A A 1 2mA" + B’

BB " o

Puisque 2™ ne divise pas B’, il ne divise pas 2™A’ + B’, et il en résulte que
v2(2mA + B') = v5(B’). Comme B(2mA' 4+ B') = 2mAB’, la formule (12) du texte montre
que v2(B) = 12(2™A) = m + v3(A). En particulier 2(B) > m > 1. Mais AAB =1,
donc v5(A) = 0, d’ol v2(B) = m.Entous cas B > 2, donc S = A/B n’est pas un entier
(la forme irréductible d’un entier z est z/1).
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IL1.21  On peut supposer « non nul. Ecrivons le rationnel x sous forme irréductible : z = a/b,
oubeN, ac€Z,a#0etaANb=1.Alors 2" = a™/b". Mais a™ et b sont premiers
entre eux. Dans le cas contraire, il existerait un nombre premier p divisant a™ et b™. D’apres
le lemme d’Euclide, p diviserait a et b, contredisant I’hypothése a A b = 1. Ainsi a™/b™ est
une forme irréductible de ™. Or x™ est entier, donc b" = 1, d’ou évidemment b = 1.
Finalement x = a est entier.

IL1.22 Puisque a A b = 1, I’équation ub — av = 1 a au moins une solution (ug,vy) € Z2.
Les autres solutions (u,v) de cette équation sont de plus données par u := wug + ka et
v = vy + kb, ol k € Z est arbitraire. L’intervalle [n — vyo + 1,n + b — vo] est formé de
b entiers consécutifs, il contient donc un unique multiple de b. Il existe ainsi un unique k € Z
telque n —vg +1 < (k+1)b<n+b—vy,s0itn—vy < (k+1)b < n+b— v, ou
encore n — b < vy + kb < n. Il suffit donc de poser v := vg + kb et u := ug + kb pour
obtenir I’existence et I’unicité d’un couple (u,v) € Z? vérifiant les conditions ub — av = 1 et
n—b<uv<n.

Posons donc ¢t := wu/v. D’abord v € [1,n],car n — b < v < n et b < n. Ensuite
u Av = 1, parce que ub — av = 1. Par ailleurs u < v,car b > a (r < y < 1) donc
1=ub—va>(u—v)b>u—wv.llenrésulte que t = u/v € Fy,. De plus ub — va > 0, i.e.
t =u/v > a/b=x.Puisque x,y sont consécutifs dans F,,, il vient ¢ > y.
Sit=y,onac=wuetd=wv,dou bc—ad = ub—av = 1, comme désiré. Supposons ¢ > y,
et montrons que cela mene a une contradiction. Partons des égalités :

t_x:g_g:ub—cw:i y_wz__g:bc—ad ot
v b bv bv’ d b bd
b :E_E:ud—vc.
v o d vd
On en déduit les minorations y —x > 1/bd et t —y > 1/vd, d’ou:
%:t*z:(t*y)ﬂy*x))$+£:vbjdb>%'

Ainsi bud > bun, donc d > n, ce qui est absurde car y = ¢/d € F,,. En conclusion, on a bien
bc—ad=1.

Supposons que x = a/b, y = ¢/d et z = e/f soient trois termes consécutifs de F,
(x < y < z).D’apres ce qui précede, bc — ad = 1, et de méme de — cf = 1. Autre-
ment dit, y —x = 1/bd et z — y = 1/df. Il en résulte que by — z) = f(z — y), d’olt
(b+ f)y = fz+ bz = e+ a. Cela donne I’égalité voulue : y = (a +¢)/(b+ f).

I1.1.23 Soit donc E un ensemble dénombrable, muni d’une relation d’ordre total vérifiant les
hypotheses a) et b) de I’énoncé. Nous allons montrer qu’il existe une bijection g de D sur
FE respectant I’ordre. Remplagant E par QQ, qui vérifie les mémes conditions que F, on en
déduira qu’il existe une bijection h de D sur Q respectant ’ordre. Alors f = goh ™! seraune
bijection de Q sur E respectant I’ordre. Il nous suffit ainsi de construire une bijection g de D
sur I respectant I’ordre.
Commencons par introduire quelques notations. Pour tout n € N, notons D,, I’ensemble des
rationnels de la forme a/2", ot a € Z. Comme a/2" = (2a)/2"*!,ona D, C D,,1 pour
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tout n, et D est par définition la réunion des D,,, n € N. En outre Dy = Z. Posons ensuite
Ag:=Zet A, =Dy \ D,,_1 pourtoutentier n > 1.Les A,,, n € N, forment une partition
de D, i.e.ils sont deux a deux disjoints et leur réunion est D.

Numérotons les éléments de F, i.e. considérons une bijection k +— a; de N sur E (une telle
bijection existe, puisque F est dénombrable). Puisque £ ne possede pas d’élément maximum,
il existe une suite (up)p,>0 d’éléments de E, strictement croissante et telle que ug = ag. On
peut construire cette suite par récurrence comme suit, partant de ug := ag. Sil’on a déja défini
Ug, . .., Up pour un certain p € N de sorte que up < ug < -+ < Up, ON POSE Up41 = G, OU
k € N est le plus petit entier tel que u, < aj (un tel k existe puisque u, n’est pas élément
maximum de E et puisque I’ordre sur E est total). Pour tout p € N, il existe un unique k, € N
tel que u, = ay, , etles k;,, p € N, sont deux a deux distincts.

Montrons que, si * € I, il existe p € N tel que 2 < u,. En effet, raisonnons par I’absurde,
en supposant x > u,, pour tout p € N. Soit h € N I’entier tel que = ay,. Pour tout p € N,
on a donc ay, > u,. La définition de u,4; donne alors k,41 < h. Ainsi h > k,41 pour tout
p € N, ce qui est absurde puisque les k-, » € N sont des éléments de N deux a deux distincts.
Puisque E ne posséde pas d’élément minimum, on peut de manic¢re analogue construire une
suite (vp)p>0 d’éléments de E, strictement décroissante et telle que vy = ag. Comme ci-
dessus, pour tout z € I, il existe p € N tel que « > v, . Définissons maintenant une applica-
tion gop de Z dans E comme suit. Soit m € Z. Alors :

Upn, sim =0
go(m) = .
V_m Sim<O0.

Cette définition montre que go : Z — F est strictement croissante, ¢’est donc une bijection,
respectant 1’ordre, de Z sur go(Z). En outre, pour tout & € F, il existe un unique entier m € Z
tel que go(m) < = < go(m + 1).
Nous allons prolonger go en une application g; de D; dans E comme suit. D’abord
g1(t) := go(t) pour tout t € Z. Il nous faut ensuite définir g; (¢) pour tout rationnel ¢ € A;.
Un tel ¢ s’écrit: ¢t = a/2, ot a € Z est impair (sinon t € Z),ie. t = (2b+1)/2,00 b € Z.
Ainsi b <t < b+ 1, et go(b) < go(b+ 1). Utilisons maintenant la condition b) de I’énoncé,
disant que E n’apas de trous. Il existe des = € E tels que go(b) < = < go(b+1), i.e. il existe
h € N tel que go(b) < ap < go(b+ 1). Notant k le plus petit de ces entiers, nous posons
alors : ¢1(t) := ay. Ainsi g1(b) < g1(t) < g1(b+ 1). Soit m € Z. Puisque go est strictement
croissante, on a g1 (m) < ¢1(t) sim < bet gi(m)>gi(t) sim>b,iee m>=b+1.
Montrons que g; est strictement croissante. Vu ce qui précede, il suffit de montrer que, si
t € Ay est comme ci-dessus et si t' € Ay, t < ¢ implique ¢1(t) < g1(¢'). On écrit encore
=2V +1)/2,00d €Zetb<b puisque t <t'.Alors b’ >b+1,d ol

g1(b) <g1(t) <10 +1) < (V) <) <qu (V' + 1),
ce qui établit I'inégalité g1 (t) < g1(t').
Soit z € E. Il existe un unique b € Z tel que go(b) < = < go(b+1).
Comme go(b) = q1(b) < gl((2b + 1)/2) < g1(b+1) = go(b+ 1), on a soit
g1(b) < & < g1((2b+ 1)/2), soit g1((2b+ 1)/2) < = < g1(b+ 1) (exclusivement). Il
existe donc un unique m € Z tel que g1(m/2) < & < g1 ((m+1)/2) (m vaut 2b ou 2b+1).

La construction de g; a partir de gy se généralise. Plus précisément, considérons un en-
tier n > 1. Supposons construite une application strictement croissante g, de D, dans F
vérifiant la condition suivante : pour tout x € F, il existe un unique m € Z tel que
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gn(m/2") < & < gn((m + 1)/2"). C’est bien le cas si n = 1. Nous allons prolonger g,
en une application g,,+1 de D, 41 dans E comme suit. D’abord g¢,,+1(t) := g,(t) pour tout
t € D,,. 1l nous faut ensuite définir g,,41(¢) pour tout rationnel ¢ € A, 1. Un tel ¢ s’écrit :
t = a/2""1, ol a € Z est impair (sinon t € D,,), i.e. t = (2b+ 1)/2""1 ot b € Z. Ainsi
b/2" <t < (b+1)/2", et par conséquent g, (b/2") < gn((b+1)/2"). Puisque E n’a pas de
trous, il existe des # € E tels que g, (b/2") < z < gn((b+1)/2"), i.e.ilexiste h € N tel que
gn(b/2") < ap < gn((b+ 1)/2"). Notant k le plus petit de ces entiers, nous posons alors :
Int1(t) := ag. Ainsi g, 11(b/2") < gn+1(t) < gnt1((b+1)/2™). Comme dans le cas n = 0,
on montre d’une part que g,+1 : Dn+1 — E eststrictement croissante, et d’autre part que, pour
tout 2 € E, il existe un unique m € Z tel que gn11(m/2") <& < gpgr ((m + 1)/27H1).
En conclusion, nous avons construit, pour tout n € N, une application g,, de D,, dans E ayant
les propriétés requises.

Définissons enfin une application g : D — E comme suit. Soit ¢ € D. Il existe un unique
n € N tel que t € A,,, et nous posons ¢(t) := g, (t). Cette définition montre que, pour tout
n € N, la restriction de g a D,, n’est autre que g, . Il est alors clair que g est strictement
croissante, ¢’est donc une bijection, respectant 1’ordre, de D sur g(E). Pour conclure, il nous
suffit de montrer que g est surjective.

Raisonnons par ’absurde, en supposant g(D) # E. Il existe alors un plus petit entier k¥ € N
tel que ar ¢ ¢(D). Soit n € N. Nous savons qu’il existe un unique entier m,, € Z
tel que gn(m,/2") < ar < gn((mn + 1)/2"). Posons t = (2m, + 1)/2"*1. Par dé-
finition de gn4+1, 9(t) = gn+1(t) = ap,, ot h, € N est le plus petit entier tel que
gn(my/2™) < an, < gn((mn + 1)/2"). On en déduit I'inégalité h, < k. Lorsque n dé-
crit N, les entiers h,, sont deux a deux distincts. En effet, si n,n’ € N sont distincts, on a :

_ 2mp + 1 2mn, +1Y\
an,, = g o1 #9 Ton+l = Qp,, -
Dans ces conditions, on ne peut avoir k > h,, pour tout n € N. Cette contradiction acheve de
montrer que g est surjective, et ainsi g est une bijection, respectant I’ordre, de D sur E.
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Module 1.2 : Groupes, anneaux, corps

II.2.1 Soit donc un ensemble a n éléments. Par définition, une loi de composition sur E est une
applicationde E x E dans E, i.e. un élémentde F(E x E, F). Puisque E x E est de cardinal
n? (théoreme 18 de la page 73), F(E x E, E) est de cardinal n™", en vertu du théoreme 24
de la page 76. 11y a donc n"" lois de composition sur .
Numérotons les éléments de E : z1,...,2z,. Soit T' I’ensemble des couples (zi,zj), ol
i,j € [1,n] et i < j.Le cardinal de T est n(n + 1)/2. En effet, (i,j) — (x;,x;) est
une bijection de S := {(i,5) € [1,n]° | i < j} sur T. Pourtout j € [1,n],ilya j indices
i € [1,n] tels que (i,7) € S, soit i < j. D’apres la formule de Fubini (¢f. I’exemple de la
page 72), il vient :

nn+1)

card(T) = card(S) = 14+2+4---+n = —

L’idée est maintenant la suivante : une loi commutative sur E est enticrement déterminée par
sa restriction a 7'. Formellement, a toute loi p : ' X ' — E sur E, associons sa restriction
a T'. Nous obtenons une application f de F(E x E, E) dans F(T, E). Soit v € F(T, E).
11 existe une unique loi commutative u € F(E x E, E) telle que f(u) = v, elle est définie

ainsi : pour tout (i,5) € [1,n]°,
v(xg,x;) sii <y
(@i, zj) = (i, ) T
v(zj,x;) sii>j.
Ainsi la restriction de f a I’ensemble des lois commutatives sur F est une bijection de cet en-
semble sur F (7T, E). Le nombre de lois commutatives sur E est donc le cardinal de F (T, E),
¢’est-a-dire n™("+t1)/2 (théoreme 24 de la page 76).

I1.2.2 Soient f,g € F(R,R). Supposons f et g paires. Pour tout 2 € R, la définitionde f + g
et fg (définition 12 de la page 117) donne :

(f +9)(=2) = f(=2) +g(-2)

et de méme

f@)+9(x) = (f+9)(2),
(f9)(=z) = f(=z)g9(=2) = f(x)g(x) = (fg)(x).

Ainsi f + g et g sont paires, ce qui montre que S' est a la fois additivement stable et multipli-
cativement stable. Si maintenant f, g sont impaires on a, pour tout x € R :

(f +9)(=2) = f(=2)+g(-z) = (=f(2)) + (~g(x)) = —=(f +9)(2),
et de méme
(fo)(—=z) = f(-2)g(~2) = (=f(2))(~9(x)) = (fg)(x).

Ainsi f+g estimpaire, ce qui montre que I est additivement stable ; par contre fg est paire. En
fait 1 n’est pas multiplicativement stable : par exemple la fonction sinus est impaire, mais son
carré est une fonction paire non nulle, elle n’est donc pas impaire. L’ élément neutre multiplicatif
de F(R,R), asavoir la fonction constante 1, est paire, donc S est un sous-anneau de F (R, R).
En effet, il est clair que I’opposée d’une fonction paire est paire.

I1.2.3 1l s’agit de montrer que, pour tout a € H , I'inverse a~! de a dans G appartienta H (cf. la
définition 4 de la page 120). D’apres le théoreme et définition 21 de la page 125, 1’ordre de a est
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fini, c’est un entier n > 1, tel que a™ = 1. Comme H est multiplicativement stable, a” € H,

! la = a™ la. Puisque

ie. 1 € H.Maisalors,dans G,onaa la=1=a" =a" la,dotta”
a est un élément régulier de G, cette égalité montre que a" ' =a 1. Sin=1,1=a" =a,
donca™''=1€ H.Sin >2,a" ' € H parce que H est multiplicativement stable, donc
aleH.

Procédons autrement. Considérons la translation a gauche ¢, : © — ax ; c’est une permutation
de G (proposition 10 de la page 119). Soit f la restriction de ¢, a H. Pour tout z € H,
f(z) = ax € H puisque H est multiplicativement stable. Nous pouvons ainsi considérer
f comme application de H dans lui-méme, et f est injective car ¢, 1’est. D’apres le théo-
réeme 15 de la page 71, f est aussi surjective. En particulier a € f(H), i.e. il existe x € H
tel que a = ax ; nécessairement x = 1 (a est régulier dans ), donc 1 € H. Maintenant

1€ H=f(H),ie ilexiste y € H tel que 1 = ay. Cette fois y =a~,d’ou a~! € H.

I1.2.4 Notons le groupe multiplicativement. D’abord 1 € Cg(a), car la = a = al. Soient

x,y € Cg(a) : ax = za et ay = ya. Par associativité, il vient :

a(ry) = (az)y = (za)y = z(ay) = z(ya) = (zy)a,

donc xy commute avec a. Multiplions ensuite par x~!, & gauche et a droite, les deux
membres de I'égalité ax = wa : 2~ '(ax)z~' = 271 (xa)r~!. Dans cette égalité, le pre-
mier membre vaut (z~ta)(zz~!) = 27 1a, et le deuxieéme vaut : (z712)(az™!) = ax~!.
D’ott 27 ta = az™!, ce qui montre que 7 € Ci(a). Ainsi C(a) est un sous-groupe de G
(définition 4 de la page 120).
L’intersection des Cg(a) pour fous les a € G est formée des © € G commutant avec fout

élément de GG. C’est donc le centre de G (exercice 2 de la page 121).

I1.2.5 Pour tout € G, multiplions & gauche par 2~ ! les deux membres de ’égalité 2% = 1.1l
vient = 27! : tout élément de G est son propre inverse. Soient alors a, b € G, montrons que
ab = ba. Par hypothese, 1 = (ab)? = (ab)(ab), soit ab = (ab)~!. Mais (ab)™! = b~ta~?
(propriété 4 de la proposition 9 de la page 119). D’ou :

ab = (ab)™' = b7 la™ = ba,
compte tenu du début de cette preuve. Ainsi a et b commutent, ceci pour tous a,b € G, i.e. G
est commutatif.
Voici une autre solution, sans utiliser les inverses. Soient a,b € G. Par hypothese,
(ab)? = a?> = bv* = 1. Partons de 1 = (ab)?> = abab. Multiplions a gauche par a :
a = a’bab = bab. Multiplions I’égalité a = bab par b a droite : ab = bab® = ba.

I1.2.6 Notons f I’application x — azx de Z dans lui-méme. Pour tous =,y € Z, on a
fle+y) =alz+y) = ax + ay = f(x) + f(y) (distributivité de la multiplication par
rapport 4 ’addition), donc f est un morphisme de (Z,+) dans (Z,+). Si a = 0, f estla
fonction nulle (constante égale a 0), elle n’est pas injective. Supposons a # 0. Le noyaude f,
formé des x € Z tels que ax = 0, est trivial (parce que I’anneau Z est integre). Ce morphisme
est donc injectif (théoreme 20 de la page 124).

Supposons f surjectif. En particulier 1 € f(Z), i.e. il existe un « € Z tel que ax = 1.
Autrement dit a est un élément inversible de I’anneau Z, c’est-a-dire a = +1. La réciproque
est évidente, car les applications x — x et z — —x sont des bijections de Z sur lui-méme.
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I1.2.7 Notons les deux groupes multiplicativement. Posons donc :
H = {x eG ‘ flx) = g(z)},

et montrons que H est un sous-groupe de G.

En premier lieu, 1¢ € H, car f(lg) = 1lgr = g(1g). Soient z,y € H : f(z) = g(z) et

f(y) = g(y). Comme f et g sont des morphismes, il vient :

flay) = f@)f(y) = g(x)g(y) = g(zy), donc axyeH.
De méme, en vertu de I’assertion 2 de la proposition 18 de la page 123,
f@™) = f@)™h = gla)™" = gla™h),
donc 7! € H. 1l en résulte que H est un sous-groupe de G'.
Supposons maintenant que S soit une partie génératrice de G et que f(x) = g(z) pour tout

x € S. Alors H est un sous-groupe de G contenant .S, donc H = G (proposition 15 de la
page 122). Autrement dit, f(x) = g(x) pourtout z € G, i.e. f =g.

I1.2.8 1) Démontrons que la loi T est associative. Soient a,b,c € Z et par ailleurs
g,n,¢ € {—1,1}. Par définition de la loi T, il vient d’un coté :
[(a,&)T(b,m)] T(e,¢) = (a+eb,en)(c,¢) = ((a +eb) + (en)c, (en)) ,
et d’un autre coté :
(a,€)[(b,m)(c, Q)] = (a,)(b+ne,n¢) = (a+e(b+ne), (ng)) -
Les égalités (dans Z) (a+eb)+(en)c = a+e(b+nc) et (en)¢ = £(n¢) prouvent’associativité
de T.
Vérifions que (0,1) est élément neutre pour la loi T. Soit (a,e) € G. Alors :
(0,1)T(a,e) = (0 + 1la, le) = (a,e), (a,e)T(0,1) = (a + €0,el) = (a,e).
Soit enfin (a,e) € G. Cherchons un symétrique (b,n) de (a,e) pour laloi T.Nous voulons
en particulier que 1’égalité (b, 1) T (a,e) = (0, 1) soit vérifiée. Cette égalité équivaut aux deux
égalités b+na = 0 et ne = 1.1l y a une solution unique évidente : 7 = € et b = —ea. Encore
faut-il vérifier que (a, )T (b,n) = (0,1). Compte tenu des valeurs de b et 7, il vient :
(a,e)T(b,n) = (a+eb,en) = (a+e(—ea),e?) = (0,1),
puisque 2 = 1. Cela achéve de montrer que G, muni de la loi T, est un groupe.
Ce groupe n’est pas commutatif : par exemple, si a,b € Z, (a,—1)T(b,—1) = (a — b, 1), de
méme (b, —1)T(a,—1) = (b—a,-1).
Ainsi (—1,1) = (0,—1)T(1,—-1) # (1, —1)T(0, —1) = (1,1).
2) En général, si t € Z, (t,-1)T(¢,—-1) = (0,1), donc (t,—1) € G est
d’ordre 2. Soit maintenant H le sous-groupe de G engendré par {a,b}. Il contient déja
¢ = bTa = (1,-1)T(0,—1) = (1,1). Observons ensuite que, pour tous z,y € Z,
(x,1)T(y,1) = (x + y,1). Cela montre que = — (x,1) est un morphisme de (Z,+) dans
(G, T).llenrésulte que,si n € N*, ona:
n termes
(n,1) = ¢TeT---TceH.
Le symétrique de (n,1) pour T, a savoir (—n, 1) appartient alors aussi a H,i.e. (n,1) € H
pour tout n € Z. Enfin, si « € Z, il vient :
(,-1) = (2,1)T(0,-1) = (z,)Ta€e H, dou H=G.
En conclusion, {a,b} est une partie génératrice de G.
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I1.2.9 1) Observons d’abord que ¢, d, e s’expriment en fonctionde a et b :

c=ab, d=bc=0b(ab) =bab, e=cd= (ab)(bab) = ab’ab. (1)
Soit H le sous-groupe de GG engendré par a et b. Il contient a et b, donc aussi ¢, d, e, a cause
des formules (1). Comme (a, b, ¢, d, e) est une famille génératrice de G, H estégala G, i.e.
la famille (a,b) engendre G.
L’égalité de = a s’écrit (bab)(ab®ab) = a, d’ou la premiere formule (*x ). De méme I’égalité
ea = b s’écrit (aanb)a = b, d’ou la deuxieéme formule (*x*). Ensuite,

a = babab®ab, d’ott a® = (babab’ab)a = (bab)(ab’aba) = (bab)b = bab?
ce qui donne la troisieme formule (xx). Enfin, en utilisant la premiere et la troisieme for-
mule (*x), on obtient :
a = babab’ab = (ba)(bab®)(ab) = (ba)a*(ab) = ba'b,
d’ou la derniere formule ().
2) L’idée est d’observer que les cinq égalités (*) sont invariantes par permutation circulaire de
a,b, c,d, e. Plus précisément, posons :
a:=b,bV:=c,d:=d,d:=c,e:=a.
Alors 't =bc=d = ,deméme b'¢’ =cd =e =d,etcjusqua e’a’ =ab=c=1"V.
Le raisonnement fait en 1 sur a, b, ¢, d, e s’applique donc aussi a a’, V', ', d’, €. En particulier,
bab = a, c’est-a-dire cb*c = b. Mais ¢ = ab, donc (ab)b*(ab) = b soit, en simplifiant
a droite par b : ab®a = 1. En multipliant 2 gauche et & droite par a~', on en déduit 1’égalité
b5 =a2.
Comme ci-dessus, par permutation circulaire, on peut déduire de 1’égalité b> = a2 1’égalité
c®=b"2. Alors :
P - (@) = (b2 = °)2 = (@ 2)2 = a*.

Appliquons 4 nouveau notre permutation circulaire : d° = ¢=2, d’oli :

= (d5)52 _ (6—2)52 _ ((:52)_2 = @2 =a"8,
Encore une fois : e® = d 2, d’ou :

5 — (65)53 _ (d’2)53 _ (d53)’2 = (@ ®)"2 = a'f.
Une derniere fois : a® = e~ 2, d’ou :

o = (a5)54 _ (6—2)54 _ (654)—2 = (a'%)"2 = o2,

. 5 —
Finalement, a® = a=32.

3) Posons N := 5° 4+ 32 (en fait N = 3157). Nous venons de voir que a®¥ =1, de sorte que
a est d’ordre fini m divisant N (cf. le théoreme et définition 21 de la page 125). En particulier,
m est premier avec 10, c’est-a-dire premier avec 2 et premier avec 5. D’apres I’exercice 5

de la page 131, a2 est un générateur de (a). Par permutation circulaire, on a aussi b~ = 1,
d’ou cette fois (b°) = (b). L’égalité b> = a2 implique donc la suivante : (b) = (a). Puisque
b e (b), il enrésulte que b € (a).

Le sous-groupe {a) de G contient ainsi a et b, il est donc égal & GG, puisque la famille (a, )
engendre GG. Dans ces conditions, G est cyclique, en particulier il est abélien. Revenons alors
aux égalités (x*). Puisque G est commutatif, les égalités bab®> = a? et ba*b = a s écrivent
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respectivement ab® = a? et a*b? = a soit, aprés simplification, b> = a et b> = a~3. Ainsi
b="0b3(b?)"1 =a(a=3)"! = a*, d’ou’on déduit :

a =b = (a")® = a'?, soit a'! = 1.
Résumons : G est un groupe cyclique, engendré par a, dont ’ordre m (égal a I’ordre de G)
divise 11. Puisque 11 est premier, m vaut 1 ou 11. Dans le premier cas, G est trivial, et dans
le second G est cyclique d’ordre 11, i.e. isomorphe a (Z/117Z,+).

4) La question précédente suggere de poser b := a*. Ensuite, nous n’avons guére le choix.

Nous devons poser ¢ := ab = a®, d := bc = a*a® = a, etenfin e := cd = a°a® = a'* = a®
(car a'! = 1). Il reste a vérifier les égalités de = a et ea = b :
de = a°a® = a2 = a et ea = a®a = a* = b.

I1.2.10 Puisque G est commutatif, on a (ab)* = a*b* pour tout k € Z (formule (18)). Ainsi

(ab)™™ = a™™p™™ = (a™)™(b")™ = 1. Cela montre que ab est d’ordre fini divisant mn.
Pour prouver que I’ordre de ab est mn il suffit de voir que tout entier k € Z tel que (ab)* =1
est multiple de mn (cf. I’assertion 3 du théoréme et définition 21 de la page 125). Considérons
un tel entier k. Partons des égalités :

1= [(ab)k]m _ (ab)mk — amkbmk — (am)kbmk — bmk'
Puisque b est d’ordre n, n divise mk. Mais m An = 1, donc n divise k, d’apres le théoreme
de Gaul3 (théoréme 54 de la page 97). De maniere symétrique, m divise k. Ainsi k£ est un

multiple commun de m et n, i.e. un multiple de leur ppcm. Or ce ppcm est mn (théoréme 44
de la page 90), donc £ est multiple de mn.

I1.2.11 1) Tout d’abord, chaque H; est un sous-groupe de G. Le produit A est alors le

groupe produit de Hi,..., H, (exemple 2 de la page 118). Soient alors y := (y1,...,Yn)
et z := (z1,...,2,) deux éléments de A : pour i = 1,...,n, y; et z sont des éléments
de H,. Par définition de la loi produit, y + z = (y1 + 21,...,Yn + 2n). Par définition de f,
fly+ z) vaut:

rtz)+-+Wntam)=W+ - +ya)+(a++z)=fy)+f(z),
la premiere égalité venant de la commutativité de G. Ainsi f : A — G est un morphisme.
Soit ¢ € [1,n]. Il est clair que x; est I'image par f de’élément y = (y1,...,yn) de A défini
par y; := x; et y; := 0 pour tout j € [1,n] distinct de 7. Ainsi f(A) contient tous les z;,
d’ou f(A) =G : f estsurjectif.

2) Appliquons d’abord le théoreme 20 de la page 124 (formule (20)) au morphisme f. Puisque
f est surjectif, ladite formule montre que 1’ordre n de G divise I’ordre de A. En particulier, p
divisant n par hypothese, il divise I’ordre de A.

Pour tout ¢ € [1,n], notons k; 1’ordre de x;, c’est-a-dire I’ordre du groupe H;. L’ordre
de A est le produit des k;, et ainsi p divise le produit des k;. D’aprés le lemme d’Eu-
clide (théoreme 36 de la page 85), il existe un i € [1,n] tel que p divise ;. Ecrivons
¢ est d’ordre p (plus simple-

ki := pt,ou t € N*. D’apres I'exercice 5 de la page 131, z}
ment (z})? = xf =1 mais 2! # 1, par définition de I’ordre d’un élément). Nous avons ainsi

trouvé un élément de G ayant pour ordre p.

© Dunod 2018



Solutions des exercices 35

I1.2.12 Sis € G(E), foso f~! est une bijection de F sur F, i.e. une permutation de F,
comme composée de trois bijections. Notons 6 : s + f o so f~! I'application de &(E)
dans S(F') obtenue. On vérifie immédiatement que 6 est bijective, la bijection réciproque
étant 1’application ¢t — f~!oto f de G(F) dans &(E). I suffit donc de montrer que 6 est
un morphisme (de groupes). Pour tous s, s’ € &(E), il vient :

0(s)of(s') = (fosof No(fosof )= Ffo(sos)of '=0(s05).

id

I1.2.13 Lapplication s est involutive (sos = 1), c’est donc une permutation de Z, i.e. un élément
de &(Z), d’ordre 2. Il est clair que ¢ est une bijection de Z sur lui-méme (translation de
vecteur 1), la bijection réciproque étant I’application z — x — 1 (translation de vecteur —1).
Ainsi t € G(Z). Soit x € Z.Ona:

s(t(@)) =s(z+1)=—(z+1)=—-2—1, et t(s(z)) =t(-z)=-z+1.

Ainsi sot # tos,etméme (sot)(x) # (tos)(x) pour tout x € Z. Cela montre que le groupe
GS(Z) n’est pas commutatif, ce que nous savions déja (exemple de la page 127), et méme que
le sous-groupe I" de &(Z) engendré par s et ¢ n’est pas commutatif.

Posons u := t o s € T". Comme nous ’avons vu, u(z) = 1 — x pour tout & € Z, donc
u est involutive (1 — (1 — x) = z). Considérons maintenant le groupe (G, T) étudié dans
I’exercice I1.2.8. L’idée est de chercher un isomorphisme f de G sur I' appliquant les éléments
a=(0,-1) et b= (1,—1) de G sur u et s respectivement. Définissons f : G — I" comme
suit. Pour tout n € Z ettout € € {—1, 1}, nous posons :

f((n,e)) = {

Ainsi f(a) = f((0,-1)) =uet f(b) = f((1,—1)) =uot.Oruot=s : pourtout x € Z,
(wot)(z) =u(lx+1)=1—(x+1)=—x = s(z). len résulte que f(b) = s.
Montrons que f est un morphisme. Soient m,n € Z et e, € {—1,1}. D’abord
F((m,e)T(n,m))= f((m +en,en)).
Notons w le second membre de cette égalité. Distinguons quatre cas, suivant les valeurs de &
etn.
l. Case=n=1.Alorsw= f((m+mn,1))=t"(mn),

t—" sie=1

uot™ sie=-—1.

D’un autre ¢6té, f((m,1)) =t=™ et f((n,1)) =¢~", d’ol Iégalité voulue, a savoir :
f((m,e)T(n,m)) = f((m,e)) o f((n,m))- (%)
2. Case=—-1,n=1.Alors w= f((mf n,fl)) =yot™ ",
D’un autre c6té, f((m,—1)) = uwot™ et f((n,1)) = t~". L’égalité (xx) est encore
vraie.
3. Case=1,n=—1.Alorsw= f((m+n,—1)) =uot™™,
D’un autre coté, f((m,1)) =t~ et f((n,—1)) = uo ™. L'égalité (+*) sera vraie si,
et seulement si, u o t™T" = t~™ oy o t", soit u o t™ = t~ o u. Cette égalité sera
prouvée plus loin.
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4. Case=n=—1.Alorsw= f((m—n,1))=t""m.

D’un autre coté, f((m,—1)) =uot™ et f((n,—1)) = uot™. L’égalité (**) sera vraic

si, et seulement si, "™ =uot™ ouot”,soit t7™ = uot™ ou. Puisque w?=1,1la

derniere égalité est équivalente a celle que nous avons admise.
Pour achever de prouver que f est un morphisme, il suffit ainsi d’établir, pour tout m € Z,
1’égalité suivante (en notant que u = u ') :

wotMou Tt = t™™. (k%)
Considérons 1’application g : o + u oo ou~! de &(Z) dans lui-méme. D’apres I’exemple
de la page 124, g est un automorphisme de &(Z), i.e. un morphisme bijectif de &(Z) sur
lui-méme. Il en résulte que, pour tout n € Z, g(t") = g(¢t)™ (assertion 1 de la proposition 18
de la page 123). Pour prouver I’égalité (#x*x), il suffit donc de voir que g(t) = t~!. Puisque
uot=s,il vient:
g(t)=uotou ' =soul=so(tos) P =s0s ot =1""t.

Finalement, f est bien un morphisme de (G, T) dans T'.
Nous avons vu que f(a) = u =tos et f(b) = s,d’ou f(aTh) =tos? =t. Ainsi 'image
de f contient s et ¢, qui engendrent I", donc f(G) =T : f est surjectif.
Montrons enfin que f est injectif, i.e. que Ker(f) est trivial. Notons d’abord que ¢ est
d’ordre infini : pour tout n € Z, f((n, 1)) = t7" est la translation z — x — n, qui
n’est triviale que si n = 0. D’autre part, si n € Z, f((n,—1)) = w o t™ est définie par
z—u(z+n) =1-(z+n) = (1—n)—x,donc f((n,—1)) # 1 (choisir un entier € Z tel
que 2x # 1—n). En conclusion, f est un morphisme bijectif de G sur I, i.e. un isomorphisme
de G sur I'.

I1.2.14 1) Posons a := (1 2)(34), b:= (13)(24) et ¢:= (14)(23). Rappelons une formule

de conjugaison importante (cf. la formule (22) de la page 126). Soient n € N et i,j € [1,n]
deux indices distincts. Pour toute permutation s € &,,,on a:

so(ij)os ! = (s(z) s(j)) . (1)

Si donc s laisse fixes i et j, so (i j)os™! = (ij),soit so (i j) = (i j) o s, autrement dit s

commute avec (i 7). Par exemple, si 4, j, k,l € [1,n] sont distincts, (i j) et (k [) commutent,
puisque (k 1) laisse fixes i et j.

Ainsi (12) et (3 4) commutent, donc a® = (1 2)%(34)? =1 : a est d’ordre 2. De méme b
et ¢ sont d’ordre 2. Calculons ensuite ab = a o b. Rappelons qu’une permutation s peut étre
écrite en indiquant, au-dessous de tout indice ¢, I’image de ¢ par s. Ainsi :

(1 2 3 4 b— 1 2 3 4
““l2143)" 7" (341 2)"
Composons (on effectue d’abord b, puis a) :

1 2 3 4 .
abaob<4 3 9 1), soit ab = (14)(23) = c.

Puisque a et b commutent, on a aussi ba = c. Ensuite bc = b(ba) = b%a = a, et
cb = (ab)b = ab® = a. De méme ac = a(ab) = a®b = b et ca = (ba)a = ba? = b.
D’ou le tableau suivant :
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=
=
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c
allall]|c|b

cl|l|a

cllelblall

Ce tableau montre que V; = {1,a,b, c} est une partie stable de &,. Comme chaque élément
de V4 est son propre inverse, V4 est un sous-groupe de &,4. Enfin a, b, ¢ sont des permutations
paires (cf. le théoréme et définition 26 de la page 129), donc V; est un sous-groupe du groupe
alterné 21, . Le fait que V soit isomorphe au groupe (additif) (Z/27)? varésulter de la question
suivante.

2) Soit donc (G, x) un groupe d’ordre 4 dont tout élément est de carré 1. Notons z,y, z les
éléments de G distincts de 1’élément neutre 1. Déterminons le produit xy. D’abord zy # 1 :
sinon zy = xzx, d’out y = x en simplifiant a gauche par x. Ensuite xy # «x, car sinon y = 1,
de méme xy # y, car sinon x = 1.1l n’y a pas le choix : xy = z. Le méme argument
montre que le produit de deux éléments distincts parmi z, y, z est égal au troisieme élément de
{z,y, z}.Comme 2%, y? et 22 sont égaux a 1, on obtient la table de multiplication suivante :

HEE0E
11|z |ly| =
z| x|l Y
yllylz|1]|=x

ylaz|1l

Cette table est la méme que la précédente, a condition de remplacer a, b, ¢ par z, y, z respecti-
vement. Soit donc f la bijectionde V; sur G appliquant 1, a, b, ¢ sur 1, z,y, z respectivement.
En fait f est un morphisme, donc un isomorphisme. Il s’agit de vérifier que, si u,v € V4, ona
f(uv) = f(u)f(v).Comme f(1) =1,c’estclairsi u =1 ou v = 1.C’est aussi vraisi u = v,
car alors u? = 1 et aussi f(u)? = 1.1l reste le cas ot u,v € {a,b,c} sont distincts. Dans ce
cas, uv est’élément de {a, b, c} distinctde u, v. De plus f(u), f(v) € {x,y, 2z} sontdistincts,
donc f(u)f(v) est1’élément de {z,y, z} distinct de f(u), f(v). Dot f(uv) = f(u)f(v), a
cause de la bijectivité de f.En conclusion, f est un isomorphisme de V sur G.

Voici le résultat obtenu : tout groupe d’ordre 4 dans lequel chaque élément non trivial est
d’ordre 2 est isomorphe a Vj . Puisque tout élément non trivial du groupe additif (Z/27Z)? est
d’ordre 2, le groupe ((Z/2Z)?, +) est isomorphe a V;.

Soit enfin (G’, x) un groupe d’ordre 4. Si x € G’ et x # 1, l'ordre de x est un entier
strictement plus grand que 1 divisant 4 (théoréme de Lagrange), cet ordre vaut donc 2 ou
4. Distinguons alors deux cas. Supposons d’abord que G’ posséde un élément w d’ordre 4.
Alors w engendre G’, donc G’ est cyclique d’ordre 4. Il en résulte que G’ est isomorphe 2
(Z/AZ,+), en vertu du théoréme 30 de la page 131.

Supposons que G’ n’ait aucun élément d’ordre 4. D’aprés le début de 1’alinéa précédent, tout
élément de G’ distinct de 1 est alors d’ordre 2. Le début de cette question montre dans ce
cas que G’ est isomorphe & Vj. En conclusion, a isomorphisme pres, il y a exactement deux
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groupes d’ordre 4, & savoir les groupes additifs (Z/27)? et Z/4Z (ils ne sont pas isomorphes,
car le premier de ces groupes n’est pas cyclique, alors que le deuxieme 1’est).

I1.2.15 Par définition, il existe des éléments ay,...,a, de E deux a deux distincts tels que
¢ = (a1 az -+ an) (c¢f la définition 9 de la page 126). Posons S := {ay,...,an}. Rap-
pelons que tout € E \ S est un point fixe de ¢, i.e. ¢(x) = x. Il en résulte que, pour tout
j € Z, x est aussi un point fixe de ¢ .

Par définition de ¢, c(a1) = aa. Si n > 3, c(az) = as, et par suite ¢*(a;) = c(az) = az. Par
une récurrence immédiate sur &, on montre que, pour tout k € [1,n—1],ona c*(a;) = agy1,
et en particulier ¢* # 1, puisque aj41 # a1. Ensuite ¢"(a1) = ¢(¢"H(a1)) = c(an) = a1,
donc ¢"(a1) = a1 . De plus, pour tout j € [2,n], a; = ¢?~!(a1), d’ou:

*(aj) =c"(d Har)) =" ar) =7 (ar)) = I Ha) = a; .

Ainsi ¢® = 1. Comme c¥ # 1 pour k = 1,...,n — 1, ¢ est bien d’ordre fini égal 2 n.

I1.2.16 Soit C I’ensemble des n-cycles de FE. Il s’agit de calculer le cardinal de C. Notons A
I’ensemble des arrangements des éléments de E pris n a n. D’apres le théoreme 27 de la
page 77, le cardinal de A vaut :

N!
Soit a := (a1,...,a,) € A : a1,...,a, sont des éléments de F deux a deux distincts.
Associons & « le n-cycle (ay a2 -+ a,) € G(E). Nous obtenons ainsi une application f de

A dans C. Par définition méme d’un n-cycle, f est surjective. Pour calculer card (C), nous
appliquons la formule (1) de la page 72, qui donne ici :

card (A) = Z card (f~'(c)) . (%)

cecC
Soit ¢ € C. 1l existe des éléments ai,...,a, de E deux a deux distincts tels que
¢ = (a; az --- a,). La fibre f~!(c) est formée des arrangements 3 = (by,...,b,) € A
tels que (by by -+ b,) = c. La définition de ¢ montre que ¢ = (az ag -+ an a1) et, plus
généralement, pour tout k € [1,n],ona:
¢ = (ak Qky1 ~ * Qp Q1 Q2 - Qf—1) .
On obtient ainsi déja n éléments de f~'(c) distincts, a savoir :
(a1, .. an), (a2, - an,a1) .oy (An,G1, .oy Ape1) .

Inversement, soit 3 = (by,...,b,) € f1(c). Légalité f(3) = c signifie que les deux n-
cycles (aj ag -+ ay) et (by by - -+ by,) sont égaux. Puisque c(by) = by, by n’est pas un point
fixe de (a; az -+ ay). Il existe donc un k € [1,n] tel que by = ay. Sur la définition d’un
n-cycle, on voit alors aussitét que (b1,...,b,) = (ak,ak+1,---,0n,01,...,ak—1). Ainsi la

fibre f~1(c) est formée des n arrangements obtenus ci-dessus, de sorte que f~1(c) est de
cardinal n. La formule (*) donne maintenant :

card (A) = Z n = ncard (C).
cecC
D’ou le cardinal de C :
card (C) = card (A) _ NN-1)---(N-n+1)
n n
Par exemple, pour n = 2, le nombre de transpositions de F est N(N —1)/2.
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I1.2.17 Notons W le second membre de la formule a démontrer. C’est a priori un rationnel non
nul. Nous allons montrer d’une part que le signe de W est (s), et d’autre part que |W| = 1.
Cela établira I'égalité W = £(s). Notons E I'ensemble des couples (i, j) € [1,n]” tels que
1< 7.

Soit (i,j) € E. Rappelons que (i,7) est une inversion de s si s(i) > s(j); dans ce cas,
s(1)—s(y) < 0.Si (4,7) € E n’estpas une inversionde s, s(i) —s(j) > 0.1l en résulte que le
signe de TV est (—1)V(*), ott N(s) est le nombre d’inversions de s. D’aprés la proposition 27
de la page 129, le signe de W est donc &(s).

Calculons ensuite |[W|. Notons P I’ensemble des paires d’éléments de [1,n], i.e. des par-
ties a deux éléments de [1,n]. L’idée est que, si i,j5 € [1,n] sont distincts, |i — j]
ne dépend que de la paire « = {i,j} € P. Nous pouvons donc sans ambiguité poser
d(a) :=|i — j|. De plus, (4,7) — {i,j} estune bijection de E sur P, la bijection réciproque
étant o — (min(a)7 max(a)) . La formule de changement d’indice (8) donne ainsi :

T li-il = I d.

(i)EE aEP

De méme, si (i,7) € E et a:= {i,7}, |s(i) — s(j)‘ ne dépend que de la paire {s(i),s(j)},

i.e. de s(a), image par s de la partie o de [1,n] ; en fait |s(i) — s(j)| = d(s(c)).D’ou:
H ’s(z) — s(j)‘ = H d(s(a)) .
(i,5)€EE acP
Maintenant «a — s(«) est une application bijective de P sur lui-méme, la bijection réciproque
est & — s~ !(a). La formule de changement d’indice donne ainsi: [] d(a) = [] d(s(B)).
a€P gep

On en déduit les égalités suivantes :
IT li-il = [T de) = []d(s(e)) = I [s6)—s@)].
(i,j)EE aeP aeP (1,5)€E
Wi

wi= ] W: IT Is6) - s / I li-d1) =1

(i,)€E (i,J)EE (i,J)EE

Finalement, |W| =1 etle signe de W est £(s), donc W = ().

Revenons a

I1.2.18 Soit plus généralement X un ensemble fini a n éléments (n > 1). Notons 7 I’ensemble
des transpositions appartenant 2 S(X). Soit donc V' une partie génératrice de S(X) formée
de transpositions, i.e. V' C T .1l s’agit de prouver I’inégalité card (V') > n—1. Notons d’abord
qu’il peut y avoir égalité : dans I’assertion 1 du théoréme 24 de la page 127, chacune des parties
S et T est une partie génératrice de G,,, formée de n — 1 transpositions.

Nous allons démontrer 1’inégalité card (V') > n — 1 par récurrence sur n. Le cas n = 1 est
évident, le cas n = 2 aussi, car V' ne peut pas étre vide (de cardinal 0) puisque S(X) n’est
pas trivial. Si n = 3 et card (V) < 2, nécessairement V est formé d’une seule transposition,
qui engendre donc &(X), ce qui est absurde, car G(X) serait alors cyclique d’ordre 2 (il est
en fait d’ordre 6). Supposons maintenant n > 4, le résultat annoncé étant vrai a I’ordre n — 1.
Par ailleurs nous supposons aussi que I’on a card (V') < n — 1 ; c’est loisible, car, dans le cas
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contraire card (V') > n — 1. Enfin nous noterons A 1’ensemble des parties & deux éléments
(« paires ») de X de la forme {z,y} (ainsi = # y) telles que (x y) € V.1l y a une bijection
évidente entre V' et A, en particulier card (A) = card (V).

a) Montrons que toute permutation o € &(X) peut s’écrire comme produit d’éléments de V' :
0= 898S—1---S251,0ur € Netsy,...,s, € V (o0 =1lorsque » = 0 ; nous avons supprimé
les symboles o, pour simplifier). Pour cela, notons " 1’ensemble des éléments o € &(X) de
la forme précédente. Il est clair que I" est multiplicativement stable et contient 1. Si o € ', on
aaussi o' € I'. En effet, toute transposition est sa propre inverse, d’ ol :

(878p_1--5281)" " = 8189+ 5.
Ainsi T" est un sous-groupe de S(X), contenant évidemment tout élément de V. Comme V'
est par hypothese une partie génératrice de &(X), I' = &(X).
b) Définissons sur X une relation ~ comme suit. Soient =,y € X. Alors z ~ y si, et
seulement s’il existe un entier m > 0 et une suite (o, ..., %) d’éléments de X telle que
To = X, Ty = Yy et que, pour tout k € [0,m — 1], zx # Try1 et (k Tr41) € V. On vérifie
sans peine que ~ est une relation d’équivalence sur X .
Montrons qu’il n’y a qu’une seule classe modulo ~ (a savoir X). Cela revient a dire que, si
z,y € X sont donnés, on a x ~ y. C’est vrai si y = x, supposons y #* x. D’apres 1’alinéa
a), il existe un entier r > 1 et $1,...,8, € V tels que (x y) = 8,841 - - - $251 . Définissons
des éléments zp,...,2, € X par zp := x et la relation de récurrence z; := s;(z;—1) pour
j =1,...,r.Evidemment z, = y. Montrons que z; ~ z pour tout j € [0, 7]. C’est vrai pour
j=0:2 =~ x. Soit j € [1,r], supposons que z;_1 ~ . Si z;j_1 est laissé fixe par
$j, zj = zj—1, donc z; ~ x. Dans le cas contraire, z; # z;j_1 et s; s’écrit s; = (zj zj—1).
Comme s; € V, on a par définition z; ~ z;_1,d’oll 2; ~ x par transitivité de la relation ~.
Finalement y = 2, ~ x, comme désiré.
¢) Soit E I’ensemble des couples (x,«) formés d’un x € X et d’une paire « € A tels que
2 € «. Calculons card (E) de deux fagons, en appliquant la formule de Fubini (¢f. I’exemple
de la page 72). Soit o € A. Cherchons les x € X tels que (z,a) € E. Ce sont ceux qui
appartiennent a «, il y en a donc exactement deux, a savoir les deux éléments de o ! D’olr :

2card (V) =2card(4) = Y 2= v(z).
acA rzeX
Dans cette formule, si € X, nous avons noté v(x) le nombre de paires o € A telles que
(z,a) € E, c’est-a-dire z € .
Observons maintenant que, lorsque x décrit X, les entiers v(x) ne peuvent pas étre tous su-
périeurs ou égaux a 2, car sinon on aurait, puisque card (V) <n—1:
2n = Y 2 < > w(r) = 2card(V) < 2(n—1),
rzeX reX

ce qui est absurde. Considérons donc un ¢ € X tel que v(a) < 1. En fait v(a) = 1. Dans
le cas contraire (u(a) = 0), pour toute transposition s = (x y) appartenant a V', on aurait
a ¢ {x,y},i.e. s laisserait fixe a. D’apres I’alinéa a), toute permutation o € G(X) est produit
d’éléments de V', donc fixerait aussi a. C’est absurde : prendre par exemple x € X, x # a et
o = (ax). Ainsi v(a) = 1, i.e. a appartient a une unique paire « € A, nécessairement de la
forme a = {a,b},ou b€ X' := X \ {a}.Posons s := (ab),etaussi A" := A\ {a}.
Si g ={x,y} € A’, x et y sont par définition distincts de a, donc S est une paire d’éléments
de X'. Soitensuite t € V' \ {s} : t = (z y), ot z,y € X' sont distincts. Rappelons que
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t € 6(X) et que t(a) = a. Notons par contre ¢’ la transposition de X’ échangeant z et y
(t' = (z y) dans &(X"’), mais cette notation serait ambigug) : ¢’ est la restriction de ¢ & X”’.
Notons V' C &(X’) I’ensemble des ', ou t décrit V' \ {s}. Il est clair que ¢ — ¢’ est une
bijectionde V' \ {s} sur V', de sorte que card (V') = card (V) — 1.
d) Pour conclure, il suffit de montrer que V”’, qui est formée de transpositions appartenant a
S(X’), est une partie génératrice de &(X'). En effet, ’hypothese de récurrence donnera alors
card (V') > card (X') —1,d’ou:

card (V) = 1+card(V') > 1+ [card (X') — 1] = card (X') = n—1,
comme désiré.
D’apres le théoreme 24 de la page 127, I’ensemble des transpositions (échangeant deux é1é-
ments de X') est une partie génératrice de S(X’). Il nous suffit donc de prouver que, si
x,y € X' sont distincts, la transposition v’ := (z y) € &(X’) est produit d’éléments de
V'. D’apres I’alinéa b),  ~ y. Il existe donc un entier m > 0 et une suite (xo, ..., Tm)
d’éléments de X telle que xg = x, x,, = y et que, pour tout k € [0,m — 1], z # x4 et
(xk x+1) € V. Choisissons une telle suite (o, ..., Zy,) de telle maniere que ’entier m soit
minimum. Bien str m > 1, puisque = # y.
Montrons que xj # a pour tout k € [0,m]. C’est vraisi k = 0 ou k = m, car g = x et
Xy = y appartiennent 2 X’ = X \ {a}. Raisonnons par I’absurde, et supposons qu’il existe
un k € [1,m — 1] tel que z; = a. Alors x;_1 # a et (xx—1 a) € V,donc x;_1 = b, carla
seule transposition appartenant 2 V' ne laissant pas fixe a est s = (a b). De méme 41 # a
et (a xx4+1) € V, donc 241 = b. Comme x # y, nécessairement n > 3.Si k < m — 2,
la suite (2o, ..., Tk—1,Tk+2,.-.,Tm) possede la méme propriété que (zo, ..., Tn). En effet
b=xk_1 = Tky1 # Tht2,et (Tr—1 Tpt2) = (Th41 Ti12) € V. Cela contredit la minimalité
de m.Si kK = m — 1 (donc k > 2), le raisonnement est le méme, en considérant la suite

(IL'(), N ,IL‘m,2>.
Ainsi x # a pour tout k € [0, m]. La minimalité de m entraine aussi que les ) sont deux
a deux distincts. Pour £ = 0,...,m — 1, posons tj := (x k+1), de sorte que ¢, € V et
ti # s. Dans &(X), on a alors, en vertu de la formule (21) :

toﬁl e tm_g = (l’o $1)($1 $2) e (J]m_g $m_1) = ($0 Xry1 - -Tm—l) .
Notons v le m-cycle (xg 1 -+ Tm—1) € &(X) et v sa restriction 2 X', c’est-a-dire le
m-cycle (zg x1 -+ Tm—1) € &(X'). L’égalité ci-dessus implique, en prenant les restrictions
aX A =ttt .

Par ailleurs, puisque v(z,,) = T et y(xm—1) = o, la formule de conjugaison (22) donne
Ytm-17"1 = (20 ) = (x y). En prenant les restrictions 2 X’, on obtient I’égalité suivante,
dans &(X') :

u' = (ry) = ’Y/t;n—f)’/il = t/Ot/l T t;n—Qt;n—lt;n—2 e ~t’1t’0 .

La transposition ' € &(X’) est donc produit d’éléments de V', ce qui achéve de montrer que
V' est une partie génératrice de S(X’), terminant ainsi I’exercice.

I1.2.19 D’abord End(E) contient 0, application nulle de E dans lui-méme. Soient ensuite
f,9 € End(E). 1l s’agit de voir que les éléments f + g et —f du groupe F(FE, E) sont
des morphismes de E dans lui-méme. Soient donc =,y € E. Puisque f et g sont des mor-
phismes, f(z +y) = f(z) + f(y) et g(x +y) = g(x) + g(y). Par définition de f + ¢
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(¢f. exemple 3 de la page 118), (f + g)(= ) f(@) +g(x), (f +9)(y) = fly) +g(y) et
(f+9)=z+y)=flz+y)+g(x+y). Do
—_—~

(f+9)+y) =fl@+y) +g9@@+y) =[f@)+ )]+ [9(=)+9(y)]
—_—~
= [f@) +9@)] + [fW)+9w)] = (f+9)(@)+ (f+9) ),

ce qui montre que f + g : £ — E est un morphisme. Observer la facon dont la commutativité
de E estintervenue. Passons a — f. Pour tous x,y € F, il vient :

(ff)(w+y):ff(z+y):f(f()+f( ) = (=) + (~f(x))
= (—f(@) + (=f®) = (=H@) + (=),

ce qui montre que —f € End(E). En conclusion, End(E) est un sous-groupe de
(F(E,E),+).
Si f,¢ € End(FE), nous savons que fog € End(FE), de sorte que End (E) est une partie stable
de F(E, E) pourlaloi o. Dans I'exercice 6 de la page 133, nous avons vu que (F(E, E), +,0)
n’est en général pas un anneau. La seule propriété des anneaux pouvant étre en défaut était
I’égalité suivante (« demi-distributivité »), ou f,g,h € F(E,E) :

folg+h) = (fog)+(foh).
Cette égalité devient vraie lorsque f € End(E) (g et h peuvent étre quelconques). Pour tout
x € F, on obtient alors :

(folg+h)(x)=f(lg+N)(x) = flg(x)+ h(x)) = f(g(x)) + f(h(z))
= (fog)(@) + (foh)(x)=[(fog)+(foh)(x),
d’ou I’égalité voulue. On en déduit ainsi que (End(E), +,0) est un anneau.

Soit enfin f € End(E). Pour que f soit un élément inversible de I’anneau (End(E), +,0),
il faut et il suffit qu’il existe un g € End(E) tel que fog = go f = Idg. Cela revient
évidemment a dire que f est un automorphisme de E/, ou encore que f : £ — E est bijectif
(cf. le théoreme 20 de la page 124).

I1.2.20 Puisque {0} est un sous-groupe additif de B, A x {0} est un sous-groupe additif de

A x B.Soient z € Ax {0} ett € Ax B :ilexiste a,a’ € Aetb € B tels que x = (a,0)
et t = (a’,b). Alors tz = (a/,b)(a,0) = (a’a,0) € A x {0}. Cela montre que A x {0} est
un idéal de A x B, etil en est de méme pour {0} x B.

Avec des notations évidentes, (14,05)(04,15) = (1404,0515) = 0,00 0:= (04,0p) est
I’élément neutre additif de A x B. Mais (14,0p) # (04,0p) car A n’est pas nul, de méme
(04,18) # (04,05) car B n’est pas nul. Il en résulte que A x B n’est pas intégre.

I1.2.21 1) Soit z := (x1,...,x,) € A.Pour que x soit inversible dans A, il faut et il suffit qu’il

existe un y € A tel que xy = yx = 14. Cherchant un tel y sous la forme y := (y1,...,Yn),
cela revient a dire que, pour tout ¢ € [1,n], il existe y; € A; tel que x;y; = y; = 1 4,, & cause
de la définition de la multiplication sur A. Autrement dit, chaque x; doit étre inversible dans
I’anneau A;. D’ou I’égalité :

A = A X A x - x AX.
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C’est a priori une égalité entre ensembles mais, étant donnés deux éléments a := (ay,...,a,)
et b := (b1,...,b,) de A, ab = (a1b1,...,anb,), et donc le produit de a par b est le
méme, que ce soit dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles de I’anneau A ou dans
le groupe produit des groupes multiplicatifs A .

2) Soit f € F(X,A). Supposons d’abord que [ soit inversible dans I’anneau F (X, A) :
il existe g € F(X,A) tel que fg = ¢ = gf,ou ¢ : X — A est I’application constante
égale a 1, i.e. I’élément neutre multiplicatif de F (X, A). Pour tout z € X ; il vient alors :
1=c(z) = (fg)(z) = f(x)g(x), et de méme g(x)f(x) = 1. Ainsi f(z) est inversible dans
A, son inverse étant g(z). D’ou f(X) C A*.

Soitréciproquement f € F(X, A), supposons que f(X) soit contenu dans A* . Nous pouvons
alors définir une application g : X — A par la formule g(z) := f(z)~!, et il est clair que
fg=c=gf.Ainsi f estinversible dans I’anneau F (X, A), et son inverse est g.

I1.2.22 Démontrons la formule par récurrence sur n. Notons P,, le premier membre et S,, le
deuxieme membre de cette formule. Sin = 0, Py = a2’ +1=a+1,et Sy = a®+a! = 1+a,
la formule est vraie. Supposons la formule vraie pour un certain entier n. Evidemment
Py =P, (aQn+1 + 1) . D’apres I’hypothese de récurrence, on a donc :

ontl 1
gn+1 j
Py = (a +1) Z a
=0

Distribuons le produit (i.e. utilisons la distributivité de la multiplication par rapport a 1’addi-
tion) :
ontl_q ontl_g

. 2n+1 .
Py = E al + g a N
j=0 j=0

Dans la deuxiéme somme, lorsque j varie de 0 a 27! — 1, 271 4+ j varie de 2"*! a
ontl (2’”r1 — 1) = 2"*2 _ 1. Par changement d’indice, on en déduit :

2n+1_1 2n+2_1 2n+2_1
P11 = E al + E ol = E & = Spy1,
7=0 j:2n+1 7=0

ce qui prouve la formule au rang n + 1.
Donnons une solution n’utilisant pas la récurrence : n € N est fixé. Pour calculer P,, ap-

pliquons la formule (28). Pour toute partie I de [0,n], notons X; le produit des a?* , k

décrivant I. Alors P, estla somme des X, I parcourant]’ensemble des parties P de [0, n].
SileP,ona:

X1 = H o> = a*®, on s(I) = Z 2k

kel kel
Utilisons maintenant le systéme binaire. D’apres le théoreme 31 de la page 81, tout entier
j € [0,2"*+1 — 1] s’écrit de maniére unique :

n
j=> a2®, ou ap,...,a, €{0,1}.
k=0
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En posant I := {k € [0,n] | ar = 1}, onadonc j = s(I). En outre I + s(I) est une

bijection de P sur [0,2""! — 1]. Changeons d’indice au moyen de cette bijection :

ontl_q
Pp=>Y X =>a"= 3% da =5,
IeP IeP j=0
I1.2.23 1) Démontrons par récurrence sur I’entier > 2 1’assertion suivante : pour tous entiers
i1,...,1, € N, le nombre rationnel
(v +ig + - +1ip)!

IR LRRER M
. , .. o . . . 11 + 12
est un entier. C’est vrai si 7 = 2, car il s’agit alors du coefficient binomial . . Sup-
11
posons r > 3, notre assertion étant vraie au rang r — 1. Soient iy,...,7, € N. Posant
1: =19 +13+ - -+ 1,_1,1l vient :
(i1 4ig 4 +in)! ((i—f—ir)!) ((il + o +---+i7-_1)!)

i1lig! - dp! il i1lig! - dpq!

Dans le membre de droite, le premier facteur est un entier, car ¢’est un coefficient binomial. Le
second facteur est un entier, d’apres I’hypotheése de récurrence. Notre assertion est ainsi vraie
pour tout entier r > 2.

2) Raisonnons par récurrence sur I’entier » > 2. L’hypothese de récurrence est que la

formule du multindme est vraie quel que soient les choix de I’entier n et de aq,...,a,.
Le cas » = 2 est connu : c’est la formule du bindme. Supposons » > 3, la conclu-
sion étant vraie au rang r — 1. Soient n et ai,...,a, comme dans 1’énoncé. Pour tout
k € N, notons Ej, ’ensemble des (r — 1)-uplets (i1,...,i.—1) de somme k. Soit F' 1’en-
semble des couples ((il, ey i), k) ,ou k € [0,n] et (i1,...,4r—1) € E). L application
((z’l, ceydee1), k) — (i1,...,4,—1,n — k) est clairement une bijection ¢ de F sur E, la
bijection réciproque étant définie par (i1,. .., i) = ((i1,...,0p—1),n — ).

Posons b := a; + - - - + a,—1. Vu ’hypothese faite sur les a;, b et a,, commutent. La formule
du bindme donne donc :

(@r+-4a)" =Y <Z>bka2’“

k=0
Pour calculer chaque by, appliquons 1’hypothese de récurrence. Le second membre de 1’égalité
précédente devient :

3 i (21 +Z2++’L7_1)' i1 r—1 n—=k
(i

k=0 Zl,...,irfl)GEk L

C€ que nous pouvons encore écrire :

n\ (i +ig+-+ir-)! i
k i1l ig! -4,

) ; 1!
(i1,yeyip—1,k) EF

Le changement d’indices défini par la bijection ¢ transforme la somme précédente en :

T n (i tio+--+ir)! 5 i,
. . 1 ; 1 a; Q1 Q. .
(i i) EE 11+l 21:22:0 +lp_1:
15052k
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On obtient la formule du multindme au rang r puisque, dans chaque terme de cette somme,

I1.2.24 Par hypothese, il existe un n € N* tel que 2™ = 0. Rappelons la formule suivante :
1—2" = 1—2)Q4+z+22+--- 42",

Cette formule est valable dans n’importe quel anneau A. Il suffit d’appliquer les régles de calcul
dans les anneaux :
A—2)A4z+224++2") = Q4+z+22 4+ +2" - @+24+ 23+ +27),
ce qui donne 1 — 2", apres simplifications. Dans le cas présent, z” = 0, donc
1+2z+22+---+ 2" 1 estinverse de 1 — z (on a le méme calcul que ci-dessus en mul-
tipliant par 1 — z a droite). Ainsi 1 — z est inversible.
La réciproque est évidemment fausse : dans Z, soit z := 2. Alors 1 — z = —1 est inversible,
mais z n’est pas nilpotent : le seul élément nilpotent de Z est 0.

I1.2.25 Rappelons que eAe := {eae | a € A}. Soient 2,y € eAe : x := eae et y := ebe, ol
a,b € A. Alors z £y = e(a £ b)e € ede. Comme 0 € eAe, cela montre que eAe est un
sous-groupe de (A, +), en particulier (eAe, +) est un groupe commutatif. Si x, y sont comme
ci-dessus, xy = (eae)(ebe) = e(aeb)e € eAe. En général 1 ¢ eAe, de sorte que eAe n’est
pas forcément un sous-anneau de A. Par contre, eAe est une partie multiplicativement stable
de A. Sil’on considere (eAe,+, x), tous les axiomes des anneaux sont vérifiés, parce qu’ils
le sont dans A (par exemple distributivité de x par rapport a +), sauf peut-&tre 1’existence
d’un élément neutre pour X . Mais il est clair que e convient : si x = eae € eAe, on a

2

ex = e(eae) = €?(ae) = eae = x, et de méme ze = (eae)e = (ea)e? = eae = z. Ainsi

(eAe,+, X) est un anneau, d’élément neutre multiplicatif e.

I1.2.26 Soit donc B := {x € A | f(z) = g(x)}. D’abord, 1 € B, car f(1) = 1 = g(1),
par définition d’un morphisme d’anneaux. Soient z,y € B. La méme définition montre que
flzty) = f(x)£f(y). deméme g(zty) = g(x)+g(y). Mais f(z) = g(z) et f(y) = g(y).
donc f(z ty) = g(z tvy),ie x+y € B.Le méme argument montre que f(xy) = g(zy),
d’ou zy € B. Ainsi B est un sous-anneau de A.

I1.2.27 1)D’abord1 =1/1€ A.Solentz, 2’ € A:z:=a/beta’ :=d' /b ,oua,d,b,b €7
et b,b’ ne sont pas multiples de p. En vertu des formules = + 2/ = (ab’ + a’b)/(bV’) et
xz' = (aad')/(bV'), x £ &' et xa’ appartiennenta A, car bb’ n’est pas multiple de p, en vertu
du lemme d’Euclide. Ainsi A est un sous-anneau de Q.

Soit x € A. Montrons que z est inversible dans A si, et seulement s’il est de la forme
x := a/b, ol a,b € Z ne sont pas multiples de p. Si z est de cette forme, I'inverse 1/x
de x dans Q est b/a, qui appartienta A vu I’hypothese. Ainsi 1/x est inverse de x dans A.
Supposons réciproquement que x soit inversible dans A. Cela revient a dire que = # 0, et que
1/z (inverse de x dans Q) appartient 2 A. Il existe donc des entiers «, 8,7v,d € Z tels que
B et § ne soient pas multiples de p, et que x = /83, 1/x = ~/5. Alors 1 = (ay)/(B9), i.e.
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ay = [d.D’apres le lemme d’Euclide, p ne divise pas 8§, donc p ne divise pas «. Finalement
x = a/f, ol a,  ne sont pas multiples de p, i.e. = ala forme annoncée. Voici la conclusion :

A% = {%’a,beZ\pZ}.

2) Soient T' une partie de Q et A le sous-anneau de Q engendré par 7'. Montrons d’abord
que A est égal a ’ensemble A’ formé des sommes finies de produits finis d’éléments de T
ou d’opposés d’éléments de T'. Par définition d’un sous-anneau, il est clair que A’ C A. Pour
I’inclusion inverse, il suffit de montrer que A’ est un sous-anneau de Q, ce qui est immédiat.
Notons aussi que A contient Z : 1 € A par définition d’un sous-anneau, donc A contient le
sous-groupe de (Q,+) engendré par 1, c’est-a-dire Z.

Soient ensuite P une partie de P, T I’ensemble des 1/p, p parcourant P, et A le sous-anneau
de Q engendrépar T.Sipe€ Petr € N, 1/p" = (1/p)" € A, car A est multiplicativement
stable. Soit n € N* . Ecrivons la factorisation de n :

no= pypst e pnt

ol pi, ..., Pm sontdes nombres premiers distincts et eq, . .., e, € N*. Supposons que chaque
pi appartienne a P. Alors, pour tout 7, 1/p;* € A. Comme A est multiplicativement stable,
1/n € A. Ainsi A contient I’inverse de tout entier strictement positif dont chaque facteur
premier appartient a P. Si donc a € Z, b € N*, et si chaque facteur premier de b appartient
a P, a/b=a(l/b) appartienta A, car a € A et 1/b € A. Inversement, soit ¢ € A. D’apres
I’alinéa précédent, ¢ est somme finie de produits finis du type £1/p, ot p € P. On en déduit
aussitot que ¢ s’écrit ¢ = a/b, ol a € Z, b € N*, et tout facteur premier de b appartienta P.
Prenons P := P. Dans ce cas, A = Q, en vertu de ce qui précede. Le sous-anneau de Q
engendré par les 1/p, p € P, est donc égal a Q.

Soient enfin S une partie finie de Q et B le sous-anneau engendré par S. Ecrivons
S :={q,...,qm}. Pour chaque i, ¢; := a;/b;, ot a; € Z et b; € N*. Notons P I'en-
semble (fini) des nombres premiers divisant au moins 1’un des b;. Soient 7' I’ensemble des
1/p, p parcourant P, et A le sous-anneau de Q engendré par 7. Comme nous I’avons vu,
chaque ¢; appartienta A, donc S C A et par suite B C A. D’un autre cdté, nous avons vu
que tout élément de A s’écrit a/b, ol a € Z, b € N*, et tout facteur premier de b appartient
a P. Comme I’ensemble des nombres premiers est infini (théoreme 35 de la page 85), il existe
un nombre premier p n’appartenant pas a8 P. Mais alors 1/p ¢ A, a fortiori 1/p ¢ B. Cela
montre que le sous-anneau de QQ engendré par S n’est pas égal a Q.

I1.2.28 Notons I I’ensemble des éléments nilpotents de A, il contient déja 0. Soient z,y € I,

montrons que x +y € 1.1l existe par définition deux entiers m, n tels que ™ = 0 et y™ = 0.
Puisque A est commutatif, nous pouvons appliquer la formule du binéme :

m—+n m+n
(z+y)™" = Z( I )l""ym”"’-
k=0
Soit k € [0,m +n]. Si k > m, 2 = 2mzF™ = 0, car 2™ = 0.Si k < m,

min—k — gnym=k — (0 car y" = 0. Dans les deux

onam+n—k > n,etalors y
cas, xky"”"_k = 0. Ainsi tous les termes de la somme ci-dessus sont nuls, et par suite
(x+y)™t™ =0,donc x+y € I.

Soient maintenant * € [ et a € A. Il existe m € N tel que 2™ = 0. Alors

(ax)™ = a™a™ = 0 (encore la commutativité de A), donc ax € I. Cela montre que |
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est un idéal de A. A vrai dire, lorsqu’on applique la définition 15 de la page 137, il faudrait
vérifier que I est un sous-groupe de (A, +). Le fait que, pour tout € I, son opposé —zx
appartienne aussi a I résulte de ce qui précede : x € T et —1 € A, donc —x = (—1)z € I.
Soient ensuite 7, k, k comme dans I’énoncé. Supposons que & soit nilpotent : il existe un entier
r > 1tel que k" = 0, soit k&~ = 0 mod n. Soit p un facteur premier de n. Alors k" = 0
mod p. Autrement dit, notant * € Z/pZ la classe de k& modulo p, 2" = 0. Ainsi z est
un élément nilpotent de Z/pZ. Mais Z/pZ est integre (c’est un corps), donc z = 0 (¢f la
propriété de la page 137). Il en résulte que p divise k, i.e. k est multiple de chaque facteur
premier de n.
Supposons inversement que k soit multiple de chaque facteur premier de n. Considérons la
factorisation de n :

= PPy’ s
ol pi,...,p,m sont des nombres premiers distincts et ej,...,e,, € N*. Posons
t := p1p2- - Pm et r := max(eq,...,en). Il est clair que n divise t" (¢f. le théoreme 38
de la page 87). Par hypothese, & est multiple de chacun des p;, ¢’est donc un multiple du ppcm
des p;. Mais le théoreme 44 de la page 90 montre que ce ppcm est ¢. Ainsi k est multiple de
t, donc k™ est multiple de ¢, et a fortiori multiple de n. Autrement dit k" = 0, ce qui montre
que k € Z/nZ est nilpotent.

I1.2.29 Remarquons d’abord que, si n € X, d — (d,n/d) est une bijection de 1’ensemble des
diviseurs d > 1 de n sur I’ensemble des couples (a,b) € X? tels que ab = n. La formule
définissant la loi x peut donc &tre écrite ainsi :

(fxg)(n Zf g(n/d) pourtoutn € X. (%)

Par ailleurs, notons que la loi x est commutative (parce que la multiplication de Z I’est). Enfin,
si f,g € F(X,Z),ilestclairque (fxg)(1) = f(1)g(1).
1) Soit f € F(X,Z). Pour tout n € X, il vient :
(0% f)(n Z o(d)f(n/d).

d|n
Dans le membre de droite, le seul d tel que d(d) soit non nul est d = 1, d’ou
(0% f)(n) =0(1)f(n) = f(n).
2) Soient f,g,h € F(X,Z) et n € X . Par définition,

(Fxg)xh)n) = > (fxg)(@h).
(a,b)eX?, ab=n

Le second membre de cette égalité s’écrit ainsi :

> S f(u)g(w)h()

(a,b)eX?, ab=n \(u,v)EX?, uv=a
Soit I := {(u,v,b) € X | uvb = n}. Pour tout (a,b) € X? tel que ab = n, notons
I(q) 'ensemble des triplets (u,v,b), ot (u,v) € X2 vérifie uv = a. Les I(4,) forment une
partition de . La formule (6) donne donc :

S fgh®) = Y S wgwh) )

(u,v,b)erl (a,b)eX?,ab=n \(u,v)EX2, uv=a
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c’est-a-dire :

(Fxg)xh)(n) = > flu)g(v)h(d).

(u,v,b)el

Vu la commutativité de I’anneau Z, cela peut s’écrire :
(fxg)xh)(n) = D g)h(b)f(u).

(u,v,b)eT

L application (u,v,b) — (b, u,v) étant une permutation de I, la formule de changement d’in-
dice (8) donne :

((fxg)xh)(m) = 3 g(wh(v)f(b).
(u,v,b)eI
Le second membre de cette égalité n’est autre que ((g9 * h) * f)(n). Ainsi

(fxg)xh = (g*h)*f = f*(gxh),acause de la commutativité de la loi x. La loi %
est donc associative.

Bien siir, on pouvait aussi calculer directement (f x (g h))(n) :

(fxlgxh)m)= " DY fla)(g*h)D)

(a,b)eX?, ab=n

= >, Yo f@gwh(v)

(a,b)eX2,ab=n \ (u,v)EX2, uv=>
En utilisant les mémes arguments que dans le calcul précédent, on obtient encore :
(fx(gxh)m) = Y flagwh() = Y flu)g(v)h®).
(a,u,v)erl (u,v,b)eT
La seule propriété restant a vérifier est la distributivité de x par rapport & 4. C’est beau-
coup plus facile que I’associativité de la loi %. Soient f,g,h € F(X,Z) et n € X. Alors
((f + g) * h)(n) vaut, par définition :

Yo (@i = Y (fla)+gla))h(b)

(a,b)eX?, ab=n (a,b)eX?, ab=n
= > f(a)h(b) + > g(a)h(b)
(a,b)eX?, ab=n (a,b)eX?, ab=n

= (fxh)(n) + (gxh)(n) = [(fxh)+ (gxh)](n),
etainsi (f+g)xh=(fxh)+ (gxh).

3) Il s’agit d’établir I’égalité puxc = §.D’abord (uxc)(1) = u(1)c(1) estbien égala 6(1) = 1.
Il reste & montrer que, si n est un entier au moins égal & 2, on a:

> uld) = d(n), soit Y pu(d) = 0.

d|n d|n
Soient p1,...,p, les différents facteurs premiers de n (ils sont donc distincts). Puisque
w(k) = 0 pour tout entier k ayant un facteur premier p multiple (v,(k) > 2), les diviseurs
d de n tels que p(d) # 0 sont les produits de certains des p;. En d’autres termes, pour toute
partie I de [1,7], notons py le produit des p;, ¢ parcourant I. Alors, en vertu du théoreme 37
de la page 86, I — py est une bijection de I’ensemble des parties de [1,7] sur I’ensemble des
diviseurs d de n tels que u(d) # 0. De plus, pour toute partie I de [1,r], la définition de
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montre que 4 (pr) = (—1)!!1, en notant ici |I| le cardinal de I. Nous obtenons :
St = S,
d|n 1

Mais nous savons que, dans un ensemble fini non vide, il y a autant de parties de cardinal pair
que de parties de cardinal impair (voir I’exemple de la page 135). Ainsi Y p(d) = 0, comme
d|n

désiré.

4) Attention, les fonctions f et g sont a valeurs dans E', pas dans Z. En fait, on peut généraliser
* comme suit. Rappelons d’abord que, si k € Z et x € E/, kx a été défini dans la définition 3
de la page 119, cf. la proposition 11 de la page 120 pour les regles de calcul 1a-dessus. Soient
alors ¢ € F(X,Z) et ¢ € F(X, E).On définit ¢ x ¢ € F(X, E) par la formule :

(p*1p)(n) = > o(a)y(b) pourtout n € X.
(a,b)eX?, ab=n

Il est clair par exemple que, pour toute fonction ¢ € F(X,E), § x ¢ = 1. Pour toutes
fonctions ¢, ¢’ € F(X,Z) et ¢ € F(X, E), on montre ensuite que (ox¢')x1) = p* (¢’ *1)
(«associativité mixte »). Il suffit de reprendre mot pour mot la preuve faite en 2, plus exactement
la preuve directe, et non celle qui utilisait la commutativité de la loi *x sur F(X,Z) (cette
commutativité n’a plus de sens ici).

Dans ces conditions, revenons a f et g. La propriété suivante :
(¥ne X, gn) = 3 (@)
d|n

signifie que g = ¢ * f, alors que la propriété

(¥ne X, fn) = 3 uln/d)g(d))
d|n

signifie que f = pxg.Si g = c* f, ’associativité mixte et 3 donnent :
prg = px(cxf) = (uxc)xf =6+f = f.
Méme chose si f = puxg:
cxf =cx(uxg) = (cxp)xg = 0xg = g.
D’ou I’équivalence de 1’énoncé.

I1.2.30 Soit donc a € Z un entier premier avec n, c’est-a-dire non divisible par 3,11 ou 17.
Appliquons le théoréme chinois (théoréme 52 de la page 148). Puisque 3,11, 17 sont premiers
entre eux deux a deux (ce sont des nombres premiers distincts), le systeme de congruences :

r=1 mod 3

r=1 mod 11

r=1 mod 17
posseéde dans Z une solution unique modulo n, cette solution est bien stir 1. Ainsi la
congruence a1 = 1 mod n sera vraie si, et seulement si, chacune des congruences

a”1=1 mod3,a" =11 modn, a" ! =17 mod n I'est.
Soitdonc p € {3,11,17}. Puisque p ne divise pas a, le petit théoréme de Fermat (théoréme 51
de la page 146) donne : a?~! = 1 mod p. Remarquons alors que p — 1 divise n — 1 = 560 :
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2, 10 et 16 sont des diviseurs de 560 (560 = 16 x 35). Il existe donc un entier k tel que
n—1=k(p—1), d oula congruence voulue :

a" ' = (""" =1" =1 modp.
On peut aussi ne pas invoquer le théoréme chinois. Ce qui précéde montre que a™ ' — 1 est
multiple de chacun des nombres 3, 11,17, i.e. est multiple de leur ppcm. Ce ppcm est égal a n,

en vertu du théoréme 44 de la page 90, de sorte que a” ! — 1 est multiple de n, i.e. "~ =1
mod n.
Le raisonnement est le méme avec n = 1729 = 7 x 13 x 19, parce que chacun des nombres
7—1=6,13—-1=12,19—-1=18divise n —1 = 1728 :

1728 = 6 x 288 = 12x 144 = 18 x 96.

I1.2.31 FEcartons le cas évident n := 1. Notons V(n) I’ensemble des = € Z/nZ tels que 2> = 1

et soit N(n) := card V(n). Supposons d’abord que n soit un nombre premier p > 3.
Dans ce cas, K := Z/pZ est un corps, en particulier K est integre. Si donc =z € K,
22 —1 = (x + 1)(z — 1) est nul si, et seulement si, z = 1 ou z = —1. Comme p # 2,

—1 # 1 dans K, i.e. les classes des entiers —1 et 1 modulo p sont distinctes, de sorte que
N(p) =2.

Supposons ensuite que m = 1, i.e. que n soit primaire : n :=p",ou p € P et r > 1. Soient
k€ Zetx:=k € Z/p'Z sa classe modulo p". D’abord 22 = 1 si, et seulement si, p"
divise (k+ 1)(k — 1). Si c’est le cas, p divise I’'un des entiers k + 1,k — 1, d’apres le lemme
d’Euclide. Mais p ne divise pas ces deux entiers, car il ne divise pas leur différence, égale a 2.
Si par exemple p divise k — 1, p” est donc premier avec k + 1 ; le théoreme de Gaull montre
alors que p” divise k — 1, i.e. * = 1. De méme, si p divise k + 1, x = —1. La encore
V(p") ={-1,1},donc N(p") = 2.

Supposons m > 2, et considérons la factorisation de n :

no= pipy’
ou pi,...,pm sont des nombres premiers distincts et eq, ..., e, € N*. Appliquons le théo-
réme 53 de la page 149 et sa preuve. Les nombres p{', ..., pS" sont premiers entre eux deux
a deux. Il existe donc un isomorphisme d’anneaux F' de Z/nZ sur le produit d’anneaux
(Z)pT'Z) x (Z]pPZ) x - - x (Z/pSm 7). De plus, soit © € Z/nZ, et considérons un entier k
tel que x soit la classe de k modulo n.Pour i =1,...,m, notons x; € Z/p;'Z laclasse de k
modulo p;*. Alors F(x) = (z1,...,Zm). Compte tenu de la définition de la multiplication sur
le produit (Z/p$*Z) x (Z/pS?Z) % - - - x (Z/pSrZ), * = 1 si, et seulement si, F(z)? =1, i.e.
si, et seulement si, 7 = 1 pour tout i. Il en résulte que (71, ..., Tm) — F! ((xl, ey :cm))
est une bijection du produit d’ensembles V' (pi*) x -+ x V(p&m) sur V(n) (en fait c’est un
isomorphisme de groupes multiplicatifs). Comme chaque V' (p;*) est de cardinal 2, en vertu de
I’alinéa précédent, V' (n) est de cardinal 2™ (cf. le théoreme 18 de la page 73),i.e. N(n) = 2™.

I1.2.32 Soit t € N* tel que 22" + 1 = pt. L’entier 22" + 1 est impair, donc p > 3. Soit z := 2 la

classe de 2 modulo p, c’est un élément de Z/pZ. Puisque p est premier, ’anneau Z/pZ est
un corps (théoreme 55 de la page 151), notons-le K . De plus p ne divise pas 2, donc = est un
élément non nul de K , i.e. un élément du groupe multiplicatif K* = K* = K \ {0}.

D’apres le théoreme de Lagrange (théoreme 22 de la page 125), 'ordre d de z divise I’ordre
du groupe K*, qui vaut p — 1. Par ailleurs, ’égalité 22" + 1 = pt implique la congruence
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n

22" = —1 mod p, c’est-a-dire ’égalité (dans K) z2"

= —1. Evidemment —1 # 1
(parce que p # 2), mais (—1)2 = 1. Ainsi 22" # 1, i.e. 2" n’est pas multiple de d, mais

22" = (an)2 = 1, ie 2™t! est multiple de d. Autrement dit, d divise 2"*!, mais ne

divise pas 2". Les diviseurs positifs de 2"t! sontles 2%, pour k = 0,1,...,n+ 1. Le seul de
ces diviseurs qui ne divise pas 2" est 2"+ et ainsi d = 2"T!. Finalement 27! = {d divise
p—1,i.e p—1 est multiple de 2" +!,

I1.2.33 Les idées sont les mémes que pour I’exercice 11.2.30. Soit N := 56 786 730. On vérifie

que N est produit de nombres premiers deux a deux distincts :
N =2x3x5x7x11x13x31x61.

Considérons I’ensemble P = {2,3,5,7,11,13,31,61}, formé de nombres premiers. Les
p € P sont premiers entre eux deux a deux (ils sont premiers tout court). D’apres le théo-
réme 44 de la page 90, leur ppcm est égal a leur produit V.
Cela étant, soient a,b € Z et T := ab(a® — b°°). 11 s’agit de montrer que T est multiple de
N . Par définition du ppcm (théoréme et définition 42 de la page 90), cela revient a montrer que
tout p € P divise T'. C’est évident si p divise a ou p divise b. Dans le cas contraire, p étant
premier et ne divisant pas a, le petit théoreme de Fermat (théoreme 51 de la page 146) donne :
a’~! = 1 mod p, etde méme b*~! = 1 mod p.
C’estla que I’on comprend le choix de P : P est formé de fous les nombres premiers ¢ tels que
q — 1 divise 60 : 1,2,4,6,10,12, 30, 60 sont des diviseurs de 60. La congruence a?~* = 1
mod p implique donc a®® = 1 mod p, de méme 4°° = 1 mod p. Mais alors a%° = b%°
mod p, i.e. p divise a9 — b%°, donc p divise T'.

I1.2.34 Rappelons que, pour tout entier u € Z, @ désigne la classe de © modulo N . Voici ce que
n+T

nous voulons démontrer : il existe deux entiers T' € N* et r € N tels que (n+ T =n"
pour tout entier n > 7, cette égalité se traduisant ainsi en termes de congruence :
(n+T)"" = n™ mod N. (%)

Posons T := N¢(N), ol ¢ est la fonction indicatrice d’Euler (définition 21 de la page 145).
Par ailleurs, soit r le plus grand des entiers v,(N), p parcourant I’ensemble des diviseurs
premiers de N (voir la formule (11) de la page 86 pour la définition des v},). Montrons que
T et r répondent a la question. Considérons donc un entier n > r. Comme N divise T,
(n+ T)"*T = n™*tT mod N. 1l suffit ainsi de prouver la congruence suivante :

n™tT = n" mod N, soit n"(n’ —1) = 0 mod N. ()
D’apres le théoreme 38 de la page 87, n”(nT —1) =0 mod N si, et seulement si, pour tout
diviseur premier p de N, p” divise n"(nT — 1), en posant v := v, (N). C’est vrai si p divise
n, puisqu’alors n™ est multiple de n” (n > r)et r > v. Si p ne divise pas n, le théoreme
d’Euler (théoreme 50 de la page 146) donne : n¥?") = 1 mod p”. Comme T est multiple
de ¢(N), qui lui-méme est multiple de ¢(p”) (en vertu de I’assertion 2 du théoréme 53 de
la page 149), on a bien n” = 1 mod p”. En conclusion, p” divise n? — 1 et a fortiori
n"(n? — 1), et ce pour tout diviseur premier p de IV, ce qui établit la congruence ().

I1.2.35 Soit L un corps a quatre éléments. Le groupe additif (L,+) est un groupe d’ordre 4.
D’apres le théoreme de Lagrange, 4 = 0 pour tout x € L. En particulier 4 - 1 = 0. Mais
4-1;, = (2-1L)2 ,donc 2-1, estnul (L est un anneau integre). Ainsi L est de caractéristique 2.
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Soit maintenant K = {0,1, a,b}. Nous voulons définir sur K deux lois + et x faisant de
K un corps, avec 0 (resp. 1) comme élément neutre pour + (resp. X ). Supposons que cela
soit fait. Vu ce qui précede, K est alors de caractéristique 2, donc 2z = 0 pour tout x € K.
D’apres I’exercice 11.2.14, la table d’addition de K est nécessairement la suivante :

ol

0([0|1]alb

111]0|b]a

aflalb|0
all|0

Pour la multiplication, on a déja Ox = 20 = 0 et 1x = x1 = x pour tout x € K. Il reste
A déterminer a2, b?, ab et ba. Par régularité, ab est non nul, distinct de a (car b # 1) etde b
(car a # 1), donc ab = 1, de méme ba = 1. Le méme argument montre que a? est non nul,
distinct de 1 = ab (car a # b) etde a = la (car a # 1), donc a? = b, de méme b?> = a. La
table de multiplication de K est donc nécessairement la suivante :
x|0]|1]a]|bd
HERan
010]0]0|0
1 1lal|b

0
allO0la|b]|1
0

1|a

Cette analyse étant faite, passons a la synthese. Définissons sur K deuxlois + et X par les deux
tables ci-dessus. Il s’agit de montrer que (K, +, x) est un corps. En vertu de I’exercice I1.2.14,
nous savons déja que (K,+) est un groupe commutatif, isomorphe a ((Z/2Z)?,+). En-
suite K* = K \ {0} est multiplicativement stable. Considérons le groupe (Z/3Z,+). Soit
f :Z/37 — K* la bijection appliquant 0, 1,2 sur 1, a,b respectivement. On voit immédia-
tement que f(u + v) = f(u)f(v) pour tous u,v € Z/3Z. On en déduit que (K*, x) est un
groupe (et que f est un isomorphisme de groupes).

Sur la table de multiplication, on voit que Ox = 20 = 0 et 1x = 21 = z pourtout x € K.
On voit aussi que la multiplication est commutative (la table est symétrique par rapport a la
diagonale principale). Si x,y,z € K, I'égalité (zy)z = x(yz) est évidente lorsque 1’un des
éléments x,y, z est nul. Dans le cas contraire, elle résulte du fait que (K*, x) soit un groupe.
Il nous reste a vérifier la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition. Soient donc
x,y, z € K, il s’agit de vérifier que z(y + 2z) = xy +xz. C’est évident si x vaut 0 ou 1. C’est
aussi évident si y = 0 ou z = 0 ou encore y = z. Supposons que z = a. Vu la commutativité
de I’addition, les égalités suivantes suffisent pour conclure :

a(l4+a) = ab = a+b =a+d*, a(l1+b) =a®> =b = a+ab et
a(a+b) = al = a = b+1 = a®+ ab. On conclut de méme si = = b (les deux tables ne
changent pas lorsqu’on échange a et b).
En conclusion, les deux tables font de (K, +, X ) un corps (commutatif) & quatre éléments.

I1.2.36  Soit donc A un anneau integre fini. Il s’agit de montrer que, si a est un élément non nul

de A, a estinversible. Soit f : A — A I’application x — ax. C’est un morphisme du groupe
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(A, +) dans lui-mé&me. Son noyau est formé des z € A tels que ax = 0, il est réduita {0},
puisque A est integre. Ainsi f est injectif (théoréme 20 de la page 124). Puisque A est un
ensemble fini, f est bijectif (théoréme 15 de la page 71). En particulier 1 € f(A), i.e. il existe
un x € A tel que az = 1. On en déduit que al = a = la = (az)a = a(za), d’olt za =1
parce que a est régulier pour x . L’élément x est donc inverse de a.

Voici une autre solution. L’application g : n — a™ de N dans A ne peut pas étre injective, car
sinon ce serait une bijection de N sur I’ensemble fini g(N) C A. Il existe donc deux entiers

m,n tels que a™ = a™ et m > n. Alors 0 = a™—a" = a"(a™ " —1). Mais a" # 0 puisque

m—n—1 m—n—1

a # 0,d’ ot ™™™ = 1 (parintégrité de A). Dans ces conditions, aa =1l=a a,
donc a™~"~! estinverse de a.

Le lecteur pourra comparer avec I’exercice 11.2.3, et aussi avec I’exercice 4 de la page 339.

I1.2.37 1) Définissons une application 3 : F(X, K) — P(X) ainsi :
B(f) = fTH{1}) = {z e X | fla) =1}.
Si A € P(X), la définition de x4 montre que A = {z € X | xa(z) =1}, i.e. B(xa) = A.
Cela montre que § o x est I’identité de P(X). Soit f € F(X,K), et posons A := 5(f).
Considérons un élément = de X . Par définition de 5, = € A si, et seulement si, f(z) = 1.
Ainsi xa(x) = 1 équivaut a f(z) = 1, de sorte que x4 = f, ie. x(ﬂ(f)) = f.1len
résulte que x o 3 est I'identité de F(X, K'). En conclusion,  est une bijection, et la bijection
réciproque est [3.
2) Montrons que x4+B = XA + XB € XanB = X4aXB-Soit x € X . Il s’agit de vérifier les
égalités suivantes :
xa+B(x) = xa(®)+x8(x) et xans(@) = xa(@)xs().
La deuxieme égalité est évidente : comme y 4(z) et xp(x) valent chacun 0 ou 1, leur produit
vaut 1 si, et seulement si, xa(z) = xg(z) = 1, i.e. si x appartient a la fois &3 A eta B,
¢’est-a-dire appartienta A N B, ouencore si xan p(z) =1.
Pour la premiere égalité, distinguons quatre cas. Si z € A N B, on a
xa(x) + xp(x) = 141 = 0.Dunautre coté « ¢ A+ B = (AU B)\ (AN B),
donc xatp(z) = 0.Si 2 ¢ AUB, xa(z) + xp(x) = 04+ 0 = 0. D’un autre coté,
x ¢ A+ B, donc xatp(x) = 0. Supposons ensuite que € A et x ¢ B. Alors
xa(x) + xg(x) =140 = 1.D’un autre c6té, z € A + B, donc x4+p(z) = 1.0nala
méme conclusion si « ¢ A et x € B, ce qui prouve I'égalité xa+p5 = x4 + XB-
Nous savons que (.7-'(X7 K),+, ><) est un anneau (exemple 3 de la page 133). Puisque x
est une bijection de P(X) sur F(X, K) respectant les lois + et X, on en déduit que
(P(X ), +, x) est un anneau, par « transport de structure ». Vérifions par exemple 1’associati-
vité de I’addition dans P(X). Soient A, B, C trois parties de X . Alors :

X(A+B)+C = XA+B T Xc = (Xa +XB) + Xc = Xxa + (XB + XC) = Xa+(B+C) s

d’ou (A+ B)+C = A+ (B+ C) puisque x est injective. Les autres propriétés d’un anneau
se vérifient de la méme fagon.

I1.2.38 Soit z € K, écrivons z := a/b, ot a,b € A et b # 0. Puisque f est injectif, f(b) € A’
n’est pas nul, ce qui nous permet de poser :

Fz) = f(a)/f(b) € K. (%)
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Pour que cette formule définisse une application F' de K dans K’, il faut vérifier que, si
¢/d est une autre fraction représentant = (¢,d € A et d # 0), f(a)/f(b) = f(o)/f(d).
Or ad = be, et f est un morphisme d’anneaux, donc f(a)f(d) = f(b)f(c), soit
f(a)/f(b) = f(c)/ f(d).
Il est clair que F' prolonge f :si a € A, a = a/l et donc, vu la définition de F,
F(a) = f(a)/f(1) = f(a) (f(1) =1 par définition d’un morphisme d’anneaux ). En parti-
culier F(1) = f(1) = 1. Soient z,y € K, écrivons z := a/b et y := ¢/d, avec a,b,c,d € A
etb#£0,d#0.Alors z+y = (ad + be)/(bd), d’ ot :
F(z +y) = f(ad +be)/ f(bd) = (f(a) f(d) + f(b)f(c))/ (£ (b)f(d))
=f(a)/f(b) + f(c)/f(d) = F(z) + F(y).
De la méme fagon, zy = (ac)/(bd), d’ou :
F(zy) = f(ac)/f(bd) = (f(a)f(c)/(f(b)f(d))
= [f(@)/f®)][f(f(d)] = F(z)F(y).
Ainsi F': K — K’ est un morphisme de corps (i.e. d’anneaux) prolongeant f.
Soit G : K — K’ un autre morphisme prolongeant f. Il reste & montrer que G = F'. Soit
L={z € K| F(z) = G(z)}.Dapres I'exemple 1 de la page 153, L est un sous-corps de
K . En outre L contient A car, pour tout a € A, F(a) = f(a) = G(a). Soit alors z € K,
écrivons = := a/b, ol a,b € A et b# 0. Dans K, on peut aussi écrire z = ab~!. Puisque F'
et G sont des morphismes de corps,
F(z) = Fl@F®)™ = f(a)f®)™" = G@GO)™! = G(z),
ce qui montre que F' = G.

I1.2.39 D’apres le théoreme et définition 39 de la page 141, il existe un unique morphisme d’an-

neaux ¢ de Z dans K, il est défini par £(j) := j - 1x pour tout j € Z. La caractéristique de
K est par définition I'unique n € N tel que Ker(¢) = nZ. Notons aussi que k contient £(Z),
par exemple parce que (k) est un sous-anneau de Z, donc est égal a Z.
Supposons que n = 0, de sorte que € est injectif. D’apres I’exercice précédent, € se prolonge
de maniere unique en un morphisme de corps f de Q dans K . Explicitement, si a € Z et
be N*,ona:

fla/b) = e(a)e(®)™ = (a-1x)(b-1x)7".
Comme Q et L sont des corps, f est injectif (proposition 54 de la page 151). C’est donc
un isomorphisme de @Q sur le sous-corps f(Q) de K. Il reste a vérifier que f(Q) = k. La
définition de k et le fait que f(Q) soit un sous-corps de K impliquent I’inclusion k& C f(Q).
En sens inverse, soient © € Q, écrivons x := a/b, ol a € Z et b € N*. Alors ¢(a) et (b)
appartiennenta k, donc f(x) = e(a)e(b)~! appartienta k, puisque k est un sous-corps de K .
D’ol f(Q) C k, et par suite f(Q) = k.
Supposons que la caractéristique de K soit un nombre premier p. Notons 7 : Z — Z/pZ le
morphisme canonique. Soit x € Z/pZ. Il existe a € Z tel que £ = a = 7w(a). Si b est un
autre entier tel que = b = 7(b), a et b sont congrus modulo p, i.e. il existe t € Z tel que
b = a + pt. Comme £(p) = 0, on en déduit que £(a) = £(b). Cela permet de définir une
application f de Z/pZ dans K en posant f(z) := €(a). Les formules (24) et (32) montrent
que f:Z/pZ — K estun morphisme d’anneaux, et f o m = ¢, par définition de f.
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D’apres la proposition 54 de la page 151, f est injectif, c’est donc un isomorphisme de Z/pZ
sur f(Z/pZ). Puisque Z/pZ est un corps, f(Z/pZ) est un sous-corps de K, il contient
donc k. Par ailleurs 7 est surjectif, d’ou :

[(Z/pz) = [(n(Z)) = €(Z) C k,
donc f(Z/pZ) = k. Soit a € Z. Alors f(a) = f(w(a)) = (a) = a- 1k, ce qui prouve

Iexistence de f.Si g : Z/pZ — K est un autre morphisme d’anneaux tel que ¢g(a) = a - 1
pourtout a € Z,onagow =¢ = fom,d ol g = f puisque 7 est surjectif.

I1.2.40 Soit en général n € N*. Dans le module IL.5, il est démontré que I’équation z” =1 a
exactement n racines dans C, a savoir les nombres cos(2km/n) + i sin(2kw/n), k décrivant
[0,n — 1]. De plus, dans le cas n := 3, ces trois racines sont 1, 5, j2, ot j := (=1 +iy/3)/2
et j2 = (—1 —iy/3)/2. Dans le cas n := 5, les cinq racines cinquiemes de I’unité de C sont
déterminées dans le module IL.5.

Le cas de R est simple : si n est impair, 1 est la seule solution réelle de 1’équation 2™ = 1.
En effet,  — 2™ est alors une bijection strictement croissante de R sur R. Ainsi les équations
23 = 1 et 2° = 1 ont chacune une seule solution dans R, a savoir 1. Si n est pair, —1
et 1 sont les seules solutions réelles de I’équation z" = 1 (x — x™ est alors une bijection
strictement croissante de [0, +oo[ sur lui-méme) .

Notons K le corps Z/117Z. Le groupe multiplicatif K* est d’ordre 10. D’apres le théoreme
de Lagrange, il ne possede pas d’élément d’ordre 3. Il en résulte que 1 est la seule solution
de I'équation 2® = 1 (= 1) dans K. Posons us5(K) := {& € K | 2° = 1}. 1l est clair que
ws(K) est un sous-groupe de (K*, x). Son ordre divise donc 10. Ce sous-groupe contient
3,car 3° = 243 = 2 x 112 + 1 est congru 2 1 modulo 11. Par contre 2 ¢ us(K), car
25 =32 = —1 mod 11. On en déduit que yu5(K) est le groupe cyclique d’ordre 5 engendré
par 3.Comme 32 =9, 33 =27 =5 et 3 = 15 = 4, on obtient :

Raisonnons de méme avec K = Z/19Z. Ici le groupe (K*, x) est d’ordre 18. Comme 5 ne
divise pas 18, 1 est la seule solution de I’équation 2 = 1 dans K . Par contre,ona 75 =1,
car 7 =343 =18x19+1=1 mod 19. Comme 72 = 49 = 11, on en déduit ceci :
ps(K) = {1,7,TT}.

On peut le voir de deux facons. Anticipant sur le module II.6, portant sur les polyndmes, le
polyndme X? — 1 € K[X] a au plus trois racines dans K, il en a donc exactement trois,
a savoir 1,7 et 11. Une autre méthode, plus brutale mais simple, est de déterminer tous les
entiers a € [0, 18] tels que a® =1 mod 19, on ne trouve que 1,7 et 11.

I1.2.41 1) Raisonnons comme dans la preuve de la proposition 66 de la page 104. Supposons que
10 soit le carré d’un rationnel ¢ (¢ > 0 par exemple), et soit ¢ := a/b la forme irréductible
de g. Alors a?> = 10b%. Montrons que b = 1. Supposons le contraire, et soit p un facteur
premier de b. Alors p? divise 10b? = a?, donc p divise a, en vertu du lemme d’Euclide. Ainsi
p divise a et b, c’est absurde car a A b = 1. Maintenant 10 est le carré d’un entier positif a.
C’est manifestement impossible car on aurait a € {1,2, 3}, puisque 42 > 10.
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Soient a,b,c,d € Q tels que a + byv/10 = ¢ + dy/10. Montrons que a = ¢. Supposons
a # c. Légalité a — ¢ = (d — b)/10 implique (a — ¢)?> = 10(b — d)?, d’ott 10 = ¢?, en
posant ¢ := (a — ¢)/(b — d) € Q. Cela contredit I'irrationalité de /10. Ainsi a = ¢, d’out
évidemment b = d.

2) D’abord A contient 1. Soient ensuite z,y € A. Ecrivons z := a+by/10 et y := ¢+d/10,
ol a,b,c,d € Z. Alors x +y = (a =+ ¢) + (b + d)v/10 appartient 2 A. De méme,

zy = (a4 bv10)(c + dV10) = (ac+ 10bd) + (ad + be)V10 € A.
Ainsi A est un sous-anneau de R. Le méme argument montre que K est un sous-anneau
de R. Pour voir que K est un sous-corps de R, il suffit de montrer que, si * € K
n’est pas nul, son inverse 1/x (dans R) appartient a K. Ecrivons z := a + b\/10, ou
a,b € Q. Par hypothése (a,b) # (0,0), donc y = a — b\/10 # 0, en vertu de 1. Ainsi
ry = (a+ bv/10)(a — by/10) = a® — 10b* n’est pas nul, et 'on a:

1y a— bv10

T xy  a?—5b2
Cela montre que 1/ € K. Ainsi K est un sous-corps de R.
Montrons que K est isomorphe au corps des fractions de A. D’abord A est un sous-anneau de
K . Soit x € K, écrivons z := u + v/10, ot u,v € Q. Mettons chacun des rationnels w, v
sous forme de fraction irréductible : u = a/b et v = ¢/d. Alors = = (ad + bcy/10)/(bd), ce
qui s"écrit © = a1, ot @ = ad + bev/10 € A et B = bd € A*. La remarque suivant le
théoreme 56 de la page 152 montre alors que K est isomorphe au corps des fractions de A.

3) Soient a,b,c,d € Q et x := a + bV/10, y := ¢ + d\/10. Comme nous I’avons vu,
zy = (ac 4 10bd) + (ad + bc)y/10. Montrons que N (zy) = N(z)N(y). Cela revient a
vérifier 1’égalité suivante :
(a® —106%)(c* — 10d?) = (ac + 10bd)? — 10(ad + bc)?.

En développant chacun des deux membres, on trouve le méme résultat, a savoir
a’c? — 10(a?d? + b*c?) + 100b%d%. Si x est écrit comme ci-dessus et z # 0, nous savons
aussi que a — bv/10 # 0, d’ott a®> — 100> = N(z) # 0. Il en résulte bien que N est un
morphisme de (K*, x) dans (Q*, x).Si a,b € Z, a®> — 10b? est entier, d’ou N(A*) C Z*.

4) Soit z € A, écrivons = := a + b\/10, ot a,b € Z. Supposons que x € A*,
et soit y € A linverse de z. Puisque N est un morphisme de groupes multiplicatifs,
1 = N(1) = N(zy) = N(z)N(y). Or N(z), N(y) sont des entiers, et il en résulte que
N(x) = N(y) = 1. Supposons inversement que a* — 106> = N(x) = +1. Nous avons vu
ci-dessus que 1/z = (a — by/10)/N(z), ce qui montre que 1/x € A. Ainsi x est inversible
dans A. D’ou la conclusion :

A = {z€A|N(zx) ==+1}.

Posons # := 34 +1/10 € A. Alors § € AX, car 32 — 10 x 12 = —1. Il en résulte que " € A*
pour tout n € N*. Par ailleurs 6 > 1, donc la suite (9”)n>1 est strictement croissante ; cette
suite étant formée d’éléments de A*, cela montre que A* est infini.

5) Si un entier n est un carré, le chiffre des unités de n peut étre 0,1,4,5,6 ou 9, mais
pas 2,3,7 ou 8. En effet, si n := m?2 avec m € Z, on écrit m = 10g+rouq e Z
et r € [0,9[ (division euclidienne par 10). Alors n = (10q + r)> = r? mod 10, et il
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ne reste plus qu’a constater que les restes modulo 10 de 0%,12,...,92 ne prennent que les
valeurs indiquées (on peut méme se restreindre a 0,...,5, quitte a remplacer m par —m).

Ainsi 1’égalité a? — 106> = +2 est impossible, car elle entrainerait la congruence a? = -2
mod 10, signifiant que le chiffre des unités de a? est 2 ou 8.
La question 4 montre que 2 ¢ A* puisque N(2) = 4. Supposons 2 non irréductible dans A.
La définition 19 de la page 143 montre alors que 2 peut s’écrire 2 = zy, ol z,y sont des
éléments non inversibles de A. Compte tenu de 4, on a donc N(x) # +1. Mais N(z), N(y)
sont deux entiers, dont le produit vaut N (zy) = N(2) = 4 (en vertu de 3). La seule possibilité
estque N(z) = N(y) = £2. En écrivant z sous la forme z := a + b+/10, ot a,b € Z,on a
donc a? — 10b? = 42, ce qui contredit I’alinéa précédent. Ainsi 2 est un élément irréductible
de A.
6) Posons x := 4 + V10 et y:=4— \/10, de sorte que

zy = N(z) = 4 -10x1> = 6 = 2 x3.
Raisonnons par 1’absurde, en supposant que 1’anneau A est principal. D’aprés la question

5, I’élément 2 € A est irréductible, et il divise xy = 6. En vertu du théoréme 45 de la
page 144, 2 divise (dans A) I’un des deux éléments z,y. [l existe donc z € Aete € {—1,1}

tels que 4 + ev/10 = 2z. Mais z € A s’écrit z := ¢ + dv10, ot ¢,d € Z. Ainsi

4 4+ ev10 = 2¢ + 2d+/10. D’apres 1, on en déduit les égalités 4 = 2c et ¢ = 2d. C’est
absurde, car ¢ = 1 et d € Z. En conclusion, I’anneau A n’est pas principal.
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Module 1.3 : Espaces vectoriels et applications
linéaires

I1.3.1 En utilisant la distributivité a gauche de la loi externe (premier axiome énoncé dans 1), la
régle concernant 1 (dernier axiome) et 1’associativité de 1’addition, on trouve :

A+D).(z+y) =1lL@+y)+l(z+y) =c+y+az+y.
Un calcul similaire utilisant d’abord la distributivité a droite (deuxieme axiome énoncé dans 1)
donne :

14+D(z+y)=0+Dz+(1+)y=z+z+y+v.
De I’égalité x +y +x 4+ y = 2+ x + y + vy, en simplifiant a gauche par x et a droite par y
(car V estun groupe), on déduit : y + = = = + y, c’est-a-dire la commutativité.
Soient K un corps et V' un groupe commutatif quelconque. Pour tout (A, 2) € K x V', nous

posons A\.xz := Oy . Il est alors immédiat que tous les axiomes des espaces vectoriels sont
vérifiés, a la seule exception de I’axiome 1.z = 2. Celui-ci n’est donc pas conséquence des
autres.

I1.3.2 Pour clarifier ce qui suit, rappelons d’abord la différence entre deux notations trés proches.
Dans tout groupe abélien noté additivement, on peut définir, pour m € Z et pour tout élément
x du groupe, un élément max du groupe : Oz = 0, 1z = x, 2o = x + x, puis de proche en
proche, (n + 1)z = nax + = (ici, n € N); si m = —n est négatif, on pose ma = —(nx).
Ainsi, dans le Q-espace vectoriel V', la notation 2z représente = + x et la notation (—2)x
représente —(z + x). Les propriétés de cette opération ont été étudiées dans le module IL.2.
Par ailleurs, le Q-espace vectoriel V' est muni d’une loi externe a.x définie pour a € Q et
x € V. En particulier, si m € Z et x € V, on aun élément m.xz € V qui n’a a priori pas
de rapport avec ma . Il s’agit ici de démontrer que c’est le méme. Nous noterons 0y 1’élément

neutre de V.

On fixe donc x € V, et 'on veut démontrer que, pour tout entier m € Z, on a I’égalité
mz = m.z. Prouvons le d’abord pour m € N par récurrence sur m. On a vu au début
de la section 1 que 0.x = Oy . Comme, par définition, 0x = Oy, la propriété est vraie

pour m = 0. Supposons-la vraie pour un entier naturel m € N : max = m.x. Alors, par
définition, (m 4+ 1)x = ma + x. Par ailleurs, d’aprés les axiomes des espaces vectoriels,
(m+1).x = m.x + 1.z = m.xz + z. Comme, par hypothése de récurrence, m.x = ma, on
abien (m + 1).z = (m + 1)z. Ceci acheve la preuve pour m € N. Supposons enfin m € Z
négatif. Alors m = —n,ou n € N. Onadonc n.x = nz. D’apres I'une des régles démontrées
au début de la section 1, (—n).z = —(n.x). Comme, par définition, (—n)x = —(nz), on
a bien m.x = ma. Cette démonstration tres facile a été écrite en grand détail uniquement a
cause du risque de confusion des notations : nous revenons maintenant a un style plus naturel !
En particulier, nous noterons ax la loi externe de V' et 0 1’élément neutre de V.

Montrons maintenant que le groupe V' est sans torsion. Supposons donc m € Z \ {0} et soit
x €V tel que mx = 0. Alors :

r=1lr= (%m)x = %(mac) = %0 =0.

Montrons de méme que le groupe est divisible. Soient donc m € Z \ {0} et 2 € V, et posons

1
y:= —ux. Alors :
m
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En fait, dire que V' est sans torsion (resp. divisible) équivaut a dire que, pour tout m € Z\ {0},
I’application x — mx de V dans V est injective (resp. surjective). Or, dans le cas d’un Q-
espace vectoriel , ¢’est une homothétie de rapport m = 0, donc une bijection. Cependant, ces
deux propriétés ne vont pas toujours ensemble :

1. Le groupe additif (Z,+) est sans torsion mais il n’est pas divisible.

2. Le groupe multiplicatif (C*,.) est divisible, mais il n’est pas sans torsion. En effet, dans
ce cas, la notation étant multiplicative, cela signifierait que, pour tout m € Z \ {0},
I’égalité ™ = 1 entraine x = 1. C’est bien sir faux !

I1.3.3 Soit V' un groupe abélien sans torsion et divisible. D’apres 1’exercice précédent, cela signifie
que, quel que soit I’entier relatif non nul m, I’application  — ma de V dans lui-mé&me est
bijective. Notons h,, cette application. De la commutativité de V' on déduit de plus que, pour
tous z,y € V,ona m(z +y) = ma + my, i.e. hy, estun automorphisme du groupe G.
Montrons d’abord I’unicité de la loi externe qui ferait de V' un Q-espace vectoriel. D’apres
I’exercice précédent, cette loi externe vérifie nécessairement m.z = ma = hy, (), donc, pour

. m
tout rationnel nonnul r = — :
n

hn(r.x) = n.(r.x) = (nr).x = ma = hy,(x),

de sorte que 'on a r.z = h,,! (hm (x)) . Pour m = 0 et r = 0, c’est encore vrai, et I’on voit
que la loi externe est compleétement déterminée par les applications h,, (m € Z), qui, a leur
tour, sont completement déterminées par la loi de groupe. Cela établit I'unicité.

Il s’agit maintenant de démontrer qu’en posant, pour tout rationnel r = n cQumeZet
n
neZ\{0}):
ra = hy ' (hm(2)),

on définit bien une structure de Q-espace vectoriel sur le groupe V. Tout d’abord, il

faut montrer que la loi est bien définie et ne dépend pas de 1’écriture particuliere choisie.
!/

On suppose donc que 7 = mo_ ﬁ/ Alors mn’ = m'/n. Or, pour tous a,b € Z,
n n

et tout z € V, on a établi dans le module I1.2 I’égalité a(bx) = (ab)z. Cela entraine

hg o hy = hy o hy = hg,. De mn’ = m/n on déduit donc h,, © hyy = Ay © by, dol,

pour 2 € V', hy! (hm(2)) = " (R (2)) . Le produit externe .z est donc bien défini.

La vérification des axiomes des espaces vectoriels repose alors sur les propriétés des applica-
tions h,,. Du fait que ce sont des endomorphismes du groupe V' on déduit que 1’application
x> 7@ := hy ' (hy(2)) Dest, d’ol la distributivité a droite. De 1'égalité (a + b)x = ax + ba,
on déduit d’abord hpn/+mn = hmns + Rpen, puis, avec les égalités h,, o by = hpyps
et hy, © hyy = hyrn, que hypypr = hy + hyr @ Cest la distributivité & gauche. La relation
r'.(r.x) = (r'r).z vient de I’égalité h,., = h,s o h, qui découle de 1’égalité valable dans tout
groupe : m/(mx) = (m/m)x (et de la définition h,. = h ! o h,,). Enfin, I'égalité 1.z = z est
évidente avec notre définition de la loi externe.

I1.3.4 Rappelons que I’addition sur P(F) est la différence symétrique & et que la loi externe y est
définiepar 0.A = et 1.A=A.Si A,B € P(F), alors A® B, 0.A et 1.A sont des sous-
ensembles de F'. Comme P(F') contient &, c’est bien un sous—espace vectoriel de P(E).
Une combinaison linéaire triviale est toujours nulle (ici, elle vaut donc &). Une combinaison
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linéaire non triviale s’écrit A1z + - - - + Apxk, les \; étant non nuls : ici, ils valent donc 1 et
la combinaison linéaire s’écrit x1 + - - - + . On peut commencer par éliminer les répétitions
(chaque fois que ; = x;,onaici ; + z; = 0 car A ® A = ). Supposons donc que
les x; sont des singletons {a;} deux a deux distincts. Alors 7 + --- + xj est ensemble
{a1,...,ar}.On conclut que le sous-espace vectoriel de P(E) engendré par les singletons est
Iensemble Py (E) des parties finies de E.

I35 Onaz+xz=1zx+1lx=(1+1)e =0 =0, car, dans le groupe Fo = Z/2Z, on a

Iégalité 14+ 1 =0.
Soit V' un groupe (noté additivement) tel que, pour tout z € V', on ait z 4+ x = 0. Alors, pour
tous z,y € V :

z4+y+x+y=0 et zx+z+y+y=04+0=0= z+y+a+ty =z+2x+y+y = y+z = x+y,

et le groupe est bien commutatif.

Si ’on pose maintenant 0.z = 0 et 1. = 1 (on n’a pas le choix), on vérifie, exactement
comme dans le cas de la structure de F3-espace vectoriel sur P(E), que les axiomes des
espaces vectoriels sont valides.

I1.3.6 On sait a priori que tout sous—espace vectoriel non trivial de V' est au moins dénom-

brable, car il contient une droite vectorielle. Si A est fini de cardinal n # 0, notons
le A = {a1, - ,a,}. Lapplication de Q™ dans V qui, & (A1,...,\,) € Q" associe

_; Aia; € V, a par définition pour image Vectg(A), qui est donc dénombrable (puisque

Q™ l’est). Si A est dénombrable, on peut I'énumérer : A = {ay, - ,an, - }. Notons alors
Ay, :={a1,- -+, an}.On vérifie facilement que Vectg(A) = |J Vectg(Ay,) : ¢’est une union
n>1

dénombrable d’ensembles dénombrables, donc un ensemble dénombrable.

Si le Q-espace vectoriel R était engendré par une partie dénombrable, il serait donc dénom-
brable, d’oui la conclusion demandée. On peut en fait démontrer que toute base de R sur Q a
la puissance du continu.

I1.3.7 Ilestévident que, pour A\, x € Q et ,y € R, on a la relation :

V2(\z + py) = A(v2z) + p(V2y),
qui prouve que I’application de I’énoncé est bien linéaire, donc un endomorphisme. Pour qu’elle
soit une homothétie, il faudrait que 1’on puisse écrire \/ﬁz = ax pour un scalaire rationnel
a € QQ, ce qui n’est pas le cas. Contrairement aux apparences, cette application n’est pas une

homothétie du QQ-espace vectoriel R. En revanche, c’est bien une homothétie du R-espace
vectoriel R.

I1.3.8 Pour tout morphisme de groupes, on a f(mxz) = mf(x) pour m € Z. De plus, on a vu

dans I’exercice I1.3.2 que m.x = ma. On peut alors calculer :
nf(z) = f(nz) = f((m(n/m)) x) = mf((n/m)z),
d’ot f((n/m)x) = (n/m)f(z), et f estbien Q-linéaire.
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I1.3.9 (i) Notons D = Vect(xo), qui est un supplémentaire de H . Les formes linéaires f et g
coincident sur H et sur D, donc sur i + D = V. Elles sont donc égales.
(ii) Puisque f et g sont non nulles, f(xzg) et g(zo) sont des scalaires non nuls. On a donc

T
= fé 0; € K*. Les formes linéaires f et h : x — Ag(z) ont méme noyau H et vérifient
9\To
f(zo) = h(zo), donc sont égales. On a donc égalité entre la forme f et la forme x — A\g(x)
(qui sera notée \g a la section 2.4). Si deux formes linéaires ont méme noyau, elles sont pro-

portionnelles. (Cette affirmation reste évidemment vraie si I’une des deux formes est nulle.)

I1.3.10 (i) De I’égalité¢ (AP + uQ)(a) = AP(a) + pQ(a), on déduit que P +— P(a) est bien une
forme K -linéaire sur K [X] ; cette forme est non nulle puisque 1 — 1. Son noyau est I’hyper-
plan H formé des polyndémes P tels que P(a) = 0 (c’est donc I'idéal (X — a)K[X], voir le
module IL6). De I’égalité (AP + uQ) — (AP + uQ)(a) = A(P — P(a)) + u(Q — Q(a)) , on
déduit que ’application P — P — P(a) est linéaire. Son image est incluse dans H , puisque
tout polyndme de la forme P — P(a) s’annule en a. Sa restriction 2 H est I’identité, puisque
P — P(a) = P pour P € H. Selon la section 2.3, c’est bien un projecteur d’image H .

(ii) On sait (module I1.6) que la dérivation sur K[X] est K -linéaire; c’est donc un endo-
morphisme de K[X]. Puisque I’on a supposé que K est de caractéristique nulle, on a les

équivalences (onnote P = Y aiX ky.
k=0

Pr=0«=)Y kaxX" ' =0=VE>0, ko =0k >0, a, =0 <= P =ap.
k>0

(Naturellement, pour un corps de caractéristique non nulle, I’équivalence utilisée

kar = 0 & ap = 0 serait en défaut.) On voit donc que Ker D est formé des polyndmes

constants. Toujours parce que a supposé que K est de caractéristique nulle, le polynome

P = Y ai X" admet pour antécédent le polyndme 3 %X k+1 et D est surjective :
k>0 k=0
Im D = K[X].

(iii) Le lecteur vérifiera sans peine que (AP + Q) = AI(P) + pI(Q) ; ’application I est
donc K -linéaire, et c’est bien un endomorphisme de K[X]. On a les implications (avec les
mémes notations) :

I 0= V>0, ap =0« P =0,

I(P)=0=—Vk>0, —%_
(P)=0= E+1

de sorte que I est injective : Ker I = {0}. Comme les images des éléments X* de la base

. 1 . .
canonique sont les 3 leH, on voit que Im I est le sous—espace vectoriel de K[X] en-

gendré par les X**1 (c’est donc Iidéal X K[X], voir le module I1.6) ; en particulier, I n’est
pas surjective.
Pour déterminer I o D et D o I, on examine leur effet sur la base canonique :

’ O0sik=0
(IOD)(Xk) = {I(/{:Xk_l) =XFsik>0
1 1
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Ainsi, I o D est I’application linéaire P+ P — P(0) et Do I = Idg|x].

II.3.11 (@()Ona:
(Idy —p)? = 1d}, —2pIdy +p® = Idy —2p+ p = Idy —p,
car p?> = p. L’endomorphisme g est donc bien un projecteur.
(ii)Ona s=p—qg=p— (Idy —p) = 2p — Idy . On en tire :
s2 = 4p? — 4pldy +1d3, = 4p — 4p + Idy = Idy .

L’endomorphisme s est donc involutif.

2

(iii) Supposons s© = Idy . Puisque le corps K n’est pas de caractéristique 2, I’égalité

1 1
s = 2p — Idy équivauta p = 3 Idy +§s. On a alors :

1 2 1 1 1 1 1 1
2 2 2
p°=-Idy +-Idys+-s"=-Idy +zs+-Idy = - Idy +-s=p
4 4 s 48 4 28 4 2 28 ’

et p est bien un projecteur.

I1.3.12 11 est clair que D et I sont linéaires (regles de base du calcul des dérivées et des
primitives). De plus, si f est de classe C*, sa dérivée et ses primitives le sont aussi.

On a donc bien D,I € L(V). La dérivée de la fonction z — / f(t)dt est f, donc
0
DI = Idy . Enfin, notant (trés classiquement) f' = D(f), on calcule I(f’) : c’est la fonction
T / f'(t)dt = f(x) — £(0). On en déduit que ID est I’endomorphisme f +— f — f(0)
0

de V. Ce n’est pas I'identité (par exemple, toute fonction constante est dans son noyau). Si 1
ou D était inversible, la relation DI = Idy entrainerait qu’ils sont inverses I’'un de I’autre et
donc que ID = Idy . Onen conclut que D, I ¢ GL(V). Les applications étudiées ici ont des
propriétés tres voisines de celles étudiées dans I’exercice 11.3.10.

I1.3.13 La bijectivité découle du théoreme 2 de la page 24 (module I.1). L’ application réciproque
de V dans F} associea A C E le n-uplet (xa(1),...,xa(n)). Ce sont des isomorphismes
de groupes a cause des conséquences des tables de multiplication 3 de la page 28 énumérées a
la fin de la section 4 du méme module. Reste a vérifier la propriété x(Az) = Ax(z), ce qui est
immédiat en distinguant les deux cas possibles: A =0et A =1.
Si\e FgE) , il est naturel de poser x(\) := A71(1). Avec cette définition plus générale (qui

entraine les mémes propriétés), on constate que I'image dans V' = P(E) du sous-espace FgE)
est ’ensemble Py (E) des parties finies de .

I1.3.14 On ales équivalences :
flof=0=VzeV, f(f(z))=0
= VreV, f(z)€Kerf
< f(V) C Ker f’

<= Im f C Ker f/,
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d’oti la premiere affirmation. On a les égalités :
In(f'o f) = {f'(f(@)) |2 € V} = {f'(v) | y € Im f} = f'(Im J),
d’ou la deuxieme affirmation. On a enfin les équivalences :
zeKer(f'of) <= f'(f(z)) =0« f(z) EKer f <>z € f~!(Ker f'),

d’ou la troisieme et derniere affirmation.

I1.3.15 (i) On ales équivalences :

v (ﬂw;) — 1w e W]

el el
= Viel, f(x) e W]

—=Viel,zec f (W)
= ('),
i€l
d’ou I’égalité.
(ii) Soit ¢ € [1,p] : alors W; C Wy + -+ W,,,d’otu f(W;) C f (W1 +---+ Wp). Puisque
c’est vrai pour tout 3, ona f(Wy) +---+ f(W,) C f (Wi +---+W,).
Réciproquement, tout élément y de f (Wi + -+ W,) s’écrit :
flxr+--+zp) o z €Wi,...,xp € W)
On a donc par linéarité y = f(z1) + -+ + f(xp) € f(W1) + --- + f(W,), d’ou
f(W1+"'+Wp)Cf(Wl)JF"'JFf(Wp)-
On conclut bien que f (W1 + -+ W,) = f(W1) +--- + f(W,).
(iii) Soit 7 € [1,p] :alors W/ C W{ +--- + W/, d’ou f~HY(W/) C f~H (W] +---+W}).
Puisque c’est vrai pour tout i, ona f~ (W]) +---+ f~1(W)) C f~H (W] +---+ W), et
cela, sans invoquer la surjectivité de f. Soit maintenant x € f~! (Wl’ 4+ 4 W}Q) . Alors on
peut écrire f(x) = y1 + -+ + yp, avec y1 € Wi,...,y, € W, . Puisque 'on a supposé f
surjective, il existe z1 € f (WY),...,zpf 7 (W) tels que y1 = f(x1),...,yp = f(zp).
De I'égalité f(x) = f(z1)+ -+ f(zp),ontire x =21 +---+xp + k,ou k € Ker f. On
réécrit cette égalité sous la forme © = z1 + -+ -+ xp—1 + (2, + k). Comme f(z;) =y; € W/,
onax; € f~H(W/) pour i € [1,p—1]. Comme f(z,+k) = f(xp)+ f(k) = yp+0 € W},
onax, +ke fTHW)). Ainsi, =z 4+ -+ xp, + ke fTHW]) + -+ 71 (W), dob
STEW 44+ W)) C f7H W) + -+ f71(W)), d’ol finalement :

FTEW 4+ W) = fH W)+ + fHW).
Les droites D} et D) étant distinctes, D} + Dy = R?, d’ou :
p~H (D} + Dy) =p~ ' (R?) =R%

Par ailleurs, ces droites n’étant pas horizontales, on ne peut avoir (x,0) € D} ou
(£,0) € D) que si z = 0. On a donc p~1(D}) = p~Y(D)) = {0} x R, d’ou
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p~Y(D}) + p~Y(D}) = {0} x R. La surjectivité était donc une hypothese justifiée dans la
premiere partie de cette question.

(iv) Fixons j € I. Alors (| W; C W;, d’ou f <ﬂ Wz> C f(W;). Comme c’est vrai pour
i€l iel

tout j,ona f (ﬂ Wl) C N f(W;), etcela, sans invoquer I'injectivité de f. Soit maintenant

13 i€l

y € () f(W;). Pour tout i, ona y € f(W;), et 'on peut écrire y = f(x;) avec z; € W;.
13

Puisque tous les x; ont méme image et que 1’on a supposé f injective, ils sont tous égaux. Soit

x cet élément : il appartient a tous les W;, donc = € (| W;,donc y € f (ﬂ WZ) .Onadonc
iel i€l

Nfw;) Cf <ﬂ Wi>,et finalement f <ﬂ Wi> = f(W;).

iel iel i€l i€l

Les droites Dy et D5 étant distinctes, D1 N Do = {0}, d’olt p(Dy N D3) = {0}. Les droites

D, et Dy n’étant pas verticales, p(D1) = p(D2) = Rx {0}, d ot p(D1)Np(D2) = Rx{0}.

L’injectivité était donc une hypothese justifiée dans la premiere partie de cette question.

I1.3.16 Tout z € V s’écrit d’une maniére au moins comme combinaison linéaire x = > \;x;.
iel
On en déduit :

flx)=f (Z Am) = _Z Xif (@) = _Z Xig(xi) =g (_Z m) = g(x),

le troisieéme signe d’égalité étant justifié par ’hypothese Vi € I, f(x;) = g(x;). On a donc
bien f =g.

I1.3.17 Nous démontrerons 1’indépendance linéaire des f, par I’absurde. Supposons que les f,

ne sont pas linéairement indépendants. 11 existe donc des réels deux a deux distincts a1, ..., aj
et des réels non nuls Ay, ..., Ag tels que :
Mfay -+ Aifa, = 0. (32)

On peut de plus choisir une telle relation linéaire de longueur minimale, i.e. telle que k est le
plus petit possible. Nous allons fabriquer une relation plus courte, ce qui donnera une contra-
diction. Remarquons d’abord que, puisque les fonctions f, sont non nulles,ona & > 2. On
sait que la dérivée de f, est af,. En dérivant la relation (32), on trouve donc :

A1 fay + -+ Agag fa, = 0. (33)
On multiplie (32) par ay et I’on en soustrait (33), ce qui donne :
)‘1(@1 _ak)fln +"'+)‘k—1(a’k—1 _ak)fak = 0. (34)

Comme par hypothése les \;(a; —ax) sontnon nuls pour ¢ € [1, k—1], larelation linéaire (34)
est du méme type que (32), mais strictement plus courte, contredisant I’hypothese.

I1.3.18 (i) Supposons les suites g9 (g € R) liées. 1l existe alors des réels deux a deux distincts

q1 < --- < q etdesréels nonnuls ai,...,a; tels que a;g(?) + - + apg(®) = 0, c’est-a-
dire Vn € N, u, 1= a1q7 + --- + arg;; = 0. On sait que le comportement pour n — +00
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d’une suite géométrique ¢(? de raison ¢ dépend essentiellement du module |g|. La raison ¢;
de plus grand module est soit ¢, soit gy, soit les deux. On est donc conduit a distinguer trois
cas:

SiVi#k, |g| < |gk|, lorsque n — 400 ona u, ~ argy ce quicontredit la nullité de w,, .
SiVi#1, |gi| < |q1|,lorsque n — 400 ona wu, ~ a1qy ce qui contredit la nullité de w,, .
SivVi£k et #k,|¢| <l|q|=|qgk|, onanécessairement g1 = —qi et g1 < 0 < gx.
Puisque a; et ag sont non nuls, on a nécessairement soit a; + ax # 0 soit a; — ax # 0.

Dans le premier cas, lorsque n — +00 on a ug, ~ (a1 + ak)q,%" ; dans le second cas, lorsque
n — 400 on a ugnt1 ~ (—ay + ak)q,z"Jr1 ; dans les deux cas, on a contredit la nullité de w,, .
Le lecteur devinera aisément que ce raisonnement déja un peu compliqué se complique encore
si I’on considere des suites géométriques sur C : il peut alors y avoir beaucoup de ¢; ayant
méme module et il devient difficile d’étudier le “terme dominant” de u., . C’est pourquoi, dans
le cas d’un corps quelconque, on utilisera une méthode analogue a celle de I’exercice précédent.
(i) On suppose a nouveau les suites ¢(?) (¢ € K) liées. Il existe alors des scalaires (c’est-a-
dire des éléments de K') deux a deux distincts q1, ..., q; et des scalaires non nuls aq, ..., ax
tels que a1 g\ + - - - 4+ azg(®) =0, c’est-a-direVn € N | w,, := aiqy +---+agg, =0.0n
peut de plus supposer que la relation linéaire ci-dessus est la plus courte possible, i.e. que k est
minimal. On ne peut avoir k& = 1 car aucune suite g(? n’est nulle (méme la suite g(*) prend
les valeurs 1, 0,0, ... puisque, par convention, 0° = 1). On a donc k > 2. Puisque la suite des
u, est identiquement nulle, celle des u,+1 — qru, I’est également ; mais cela s’écrit :

VneN, ai(q —qr)qr + -+ ar—1(qr—1 — @) q—1 = 0,

soit une relation linéaire non triviale strictement plus courte entre les ¢(?), contredisant la mi-
nimalité de k.

(iii) Si les g{®*) sont liées, partent d’une relation linéaire non triviale 3~ a, xg(®*) = 0, on
regroupe les termes correspondant 2 une méme valeur de g et I’on obtient une relation linéaire :

k
Vn €N, u, =Y Pi(n)g' =0, (35)
i=1
dans laquelle P, ..., Py sontdes polyndmes non nuls (a coefficients dans K), ¢qi, ..., g sont

des scalaires deux a deux distincts et I’on a choisi £ minimal. On calcule alors :

k
Vn e N, Py(n)uny1 — qpPr(n + Lu, = Z(%‘Pi(n +1)Pi(n) — qrPu(n + 1)P;(n))q?,
i=1
d’ou une relation linéaire :
k—1
vneN, Y Qi(n)g' =0, (36)
i=1

ol Q;(X) = ¢ Pi(X+1)Pu(X)—qrPr(X+1)P;(X) estun polyndme non nul : son coefficient
dominant (voir le module IL.6, section 1.2) est en effet ¢cd(Q;) = (¢; — qr) cd(P;) cd(Py). La
relation (36) est strictement plus courte que la relation (35), ce qui contredit la minimalité de %.

11.3.19 Soient u, v deux éléments de V et A, pu deux scalaires. Notons w := Au + pv. Alors,
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quel que soit n € N :
Wnip = Ninyp + Hlntp
= AMa1Ungp—1 + -+ aptn) + p(@1Vn4p—1 + -+ + ApUy)
= a1 (AUntp—1 + Wntp—1) + - - + ap(Auy + poy,)

= A1Wnp4p—1 + -+ ApWn,,

d’oti I’on déduit que w € V. Ainsi, V est un sous—espace vectoriel de K.

(i) Le principe de définition d’une suite par récurrence a p pas entralne que,
(ug, . .. ,up_l) € KP étant donné, il existe une unique suite u € KN telle que
Vn € N, Uptp = a1Unqp—1 + -+ + apuy,. Cela signifie précisément que I’application
indiquée est bijective. Par définition des opérations sur les suites, ’image de Au + pv est
(Aug + pvo, - o, AMup—1 + pvp—1) = A(uo, . . ., up—1) + f(vo, . . ., Up—1), et cette application
est linéaire. C’est donc un isomorphisme. Ainsi, I’espace vectoriel V est isomorphe a K? ;il
est donc de dimension p.

Remarque. On utilise ce résultat en combinaison avec celui de 1’exercice précédent. Si

I’on trouve p couples distincts (¢, k) € K x N tels que g{®%) € V| on sait qu’il forment
une base de V' (voir par exemple I’exercice I1.5.6 de la page 276).

I1.3.20 Bien que I’énoncé ne le dise pas explicitement, on a évidemment B = (z;);c; -
Supposons f injective et montrons que la famille f(B) = (f(w;));c; de V' est libre. Si

S>> Aif(x;) = 0 est une relation linéaire entre les éléments de cette famille, on en tire,

iel

par linéarité, f(z )\ixi) = 0, d’ol, f étant injective, > A\;x; = 0, d’ou, B étant libre,
iel iel

Vi eI, \; =0.Lafamille f(B) est donc bien libre. Supposons réciproquement que la fa-

mille f(B) est libre et montrons que f est injective. Soit € V tel que f(x) = 0. On écrit

x danslabase B:x = > Ax;.Onadonc 0 = f(x) = > \;f(z;). La famille f(B) étant
i€l i€l

libre, on en déduit Vi € I , \; =0, donc x = 0, et f est bien injective.

Supposons f surjective et montrons que f(B) est génératrice. Soit y € V'. Alors y = f(x)
(surjectivité de f)et x = > \jz; (B estune base), donc y = > A; f(x;), une combinaison
i€l i€l
linéaire des éléments de f(B) qui est donc bien génératrice. Supposons réciproquement que
f(B) est génératrice et montrons que f est surjective. Soit y € V’. On 1’écrit comme com-
binaison linéaire des éléments de la famille génératrice f(B) : y = > A\ f(x;), d’ou, par

iel
linéarité, y = f (Z )\ixi) € Im f, et f est bien surjective.
iel
La derniere équivalence découle des deux précédentes :

f(B) est une base <> f(B) est libre et génératrice
<= f estinjective et surjective

<= f est bijective .
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I1.3.21 Soient z,,...,xz, deséléments de K ; nous allons démontrer qu’ils n’engendrent pas
K@ (et celui-ci n’admet donc pas de systtme générateur fini). Pour cela, nous noterons
T, = (xgk))iel pour k € [1,n].

Rappelons que le support d’un élément x := (x;);e; de K@ est ’ensemble
A :={i € I| z; # 0}.Ce support peut étre vide (dans le cas de la famille identiquement
nulle), mais surtout, par définition de K (section 1.3), c’est un ensemble fini. On vérifie de
plus aisément les deux propriétés suivantes :
e Le support de Az est égal au support de z, sauf dans le cas particulier ou A = 0 (et le
support de Az est alors vide).
e Notons A le supportde x et B celui de y. Le support de x + y est inclus dans la réunion
AU B :eneffet, z; + y; # 0 implique z; # 0 ou y; # 0, c’est-a-dire i € Aoui € B.
Notons donc Ai,..., A, les supports respectifs de z,...,z, . En vertu des deux régles
ci-dessus, le support de toute combinaison linéaire des z; est inclus dans I’ensemble fini
A=A U---UA,.Soiti € I'\ A (il en existe puisque A est fini et I infini). L’élément ¢
de K! (dont la composante d’indice i vaut 1 et dont toutes les autres composantes valent 0,
voir 1.3) a pour support {i}, qui n’est pas inclus dans A. Ce n’est donc pas une combinaison
linéaire des z,, etla famille (z,,...,z,) n’est donc pas génératrice.

y Ly

I1.3.22  Observons tout d’abord qu’une famille (\; ;)icr jes de KX/ est a support fini si, et
seulement si,, quel que soit i € I, la famille L; := (\; ;)ie; de KT est a support fini et la

famille (L;);e; d’éléments de K indexée par .J, est a support fini. Cette remarque justifie
les écritures de combinaisons linéaires indexées par I, J et I x J qui vont suivre : rappelons
en effet qu’une combinaison linéaire n’a de sens que si la famille de scalaires qui y apparait est
a support fini.

Montrons que la famille des x;y; est libre sur K. Soit Y~ A; jz;y; = 0 une relation li-

i€l,jed
néaire dans cette famille, ou les scalaires \; ; forment une famille a support fini dans K IxJ
D’apres la remarque qui préceéde, on peut alors écrire une relation linéaire > p;y; = 0, o,
JjeJ
pour j € J,onanoté u; := > A jx;. C’est un élément bien défini de L et 1’on a donc une
i€l

relation linéaire entre les y; a coefficients p; € L. Comme, par hypothese, les y; sont linéaire-

ment indépendants sur L, onentire Vj € J , u; = 0,c’est-a-dire Y A; jz; = 0. Comme, par
icl

hypothése, les z; sont linéairement indépendants sur K ,onentire Vj € J, Vi € I, A\; ; = 0.

La famille des z;y; est donc bien libre sur K.

Montrons maintenant que la famille des x;y; de M est K -génératrice. Tout élément z € M
s’éerit z = Y pjyj,ouVj e J, u; € L,etchacundes p; € L s’écrit pu; = > N j;, ol
jeJ i€l
Viel, )\ ; € K.OnentireI’écriture z = > Ai,;T3Y; » ce qui achéve la démonstration.

icljeJ

I1.3.23 (i) Soient z1,...,z, des éléments deux a deux distincts de |J B;. Il existe donc
icl

i1,...,ip € I tels que x, € B;, pour k € [1,p]. Les B; étant comparables pour I'inclu-

sion, il existe ¢ € {i1,...,i,} tel queles B;, sonttous inclus dans B;. Les xj, sont donc tous
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éléments de B;. Comme ils sont deux a deux distincts et que B; est une partie libre de V', les
xy, sont linéairement indépendants. On a donc prouvé que |J B; est une partie libre de V.
i€l

(ii) Une chaine de F est une famille C = (B;);c; de parties libres de V' deux a deux

comparables pour I’inclusion et telles que A C B; C C quel que soit ¢ € /. L’ensemble

B := |J B; est alors une partie libre de V' d’apres la question précédente, et I’on a évidem-
i€l

ment A C B C C. C’est donc un majorant de C dans E. L’ensemble ordonné E est donc

inductif.

L’ensemble E est de plus non vide, car la famille réduite 8 A en est élément. D’apres le lemme

de Zorn (module 1.1, section 6), il admet un élément maximal, c’est-a-dire une partie libre

maximale B telleque A C B C C, ce qui démontre le lemme 29.

I1.3.24 Remarquons qu’en vertu du théoréme 30 de la page 193, il existe des bases de Hamel ! Se-
lon I’exercice 11.3.21, tout Q-espace vectoriel admettant une famille génératrice dénombrable
est lui-méme dénombrable (et c’est a fortiori le cas s’il admet une famille génératrice finie).
Comme R n’est pas dénombrable (module I.1, section 6), par contraposition, il n’admet donc
pas de famille génératrice dénombrable ; en particulier, une base de Hamel ne peut étre finie ou
dénombrable.

Soit B une base de Hamel et soit ¢ un élément de cette base. Parmi les formes linéaires co-
ordonnées relatives a la base 5 (module I1.3, section 3.3), notons 7 celle relative a e. On sait
que 'application = — 7(x)e est une projection sur la droite vectorielle Vect(e). C’est donc
un endomorphisme non nul et non bijectif du Q-espace vectoriel R, en particulier, c’est bien
un morphisme de groupe non trivial R — R qui n’est pas bijectif.

Nous allons démontrer que tout morphisme de groupe R — R qui est continu est nul ou bi-
jectif. Il en découlera que 1I’endomorphisme ci-dessus n’est pas continu. Soit donc f : R — R
un morphisme de groupe qui est une application continue. D’apres I’exercice 11.3.8, f est Q-
linéaire, et 1’on a donc, pour tout rationnel r, f(r) = rf(1). Soit 2 un réel quelconque. Il est
limite d’une suite (7, )nen de rationnels (module IV.1). Par continuité de f (module IV.2), on
ales égalités :

n—-+oo n—-+oo

Ainsi, f est I'application z — Az, ot A = f(1). En particulier, f est nulle si A = 0 et
bijective si A # 0.

Notons X le cardinal de 1a base 5. Soient [ et J deux ensembles disjoints équipotents a 5. On
a donc des isomorphismes de (Q-espace vectoriels de R avec QW et avec Q). Par ailleurs,
on a prouvé, dans I’exercice V, I’égalité X + X = N. Cela signifie qu’il existe une bijection de
T U J sur B, donc un isomorphisme de Q/“) sur R, donc un isomorphisme de Q1) x Q)
sur R, donc un isomorphisme de R x R sur R. Il s’agit d’un isomorphisme de Q-espace
vectoriels, donc en particulier d’un isomorphisme de groupes !

Remarque. Ce raisonnement peut sembler étrange, mais le détour par les QQ-espace
vectoriels est la méthode la plus simple pour démontrer que les groupes R x R et R sont
isomorphes.

I1.3.25 Ces droites étant distinctes, on a D N D" = DN D’ = D'NnD" = {0} et
D+ D = D+ D" = D' + D" = R2. Pour tout x € V., on a donc des écritures
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r=u+u =v+v" =w +w avec u,v € D, v, v € D' et v, w” € D"”.On
peut également écrire : . = u + v +0 =0v+0+0" = 0+ w + w”, ce qui donne trois
écritures de la forme x =y + 4’ +y"” avecy € D, 3y’ € D’ et y’ € D”.En général, x n’ap-
partient & aucune des droites D, D', D", donc aucun des vecteurs u, u’, v, v, w’', w” n’est
nul. Les trois écritures mentionnées sont donc distinctes. Il n’y a donc pas unicité de 1’écriture
x=y+y +vy" avecy € D,y € D’ et y” € D", etI’on ne peut parler de somme directe
D @ D’ @ D”. Un critére correct permettant de reconnaitre les sommes directes de plusieurs
sous—espace vectoriels sera donné dans le cours de L2.

I1.3.26 Soit W un sous—espace vectoriel de V distinct de {0} et de V. Remarquons que I’hypo-
theése que le corps de base K est infini entraine que W est infini. Soit x € V' \ W. Pour tout
w e W,ona x+w ¢ W etil existe donc au moins un supplémentaire de W qui contient
x+w ; cela découle de la démonstration du théoréme 35 de la page 196, mais on peut également
le déduire de la conclusion de ce théoréme : si W est un supplémentaire de W + Vect(x+w),
alors W' := W" + Vect(x + w) est un supplémentaire de W qui contient x + w.
Notons donc W), un tel supplémentaire. L’application w — W/ est injective. en effet, si
Wy, =W, =W alors z +w,z+ws € W, do w —wy € WNW ={0}.llya
donc au moins autant de supplémentaires de W que d’éléments de W, donc une infinité.

I1.3.27 1l s’agit, bien sir, dans tout I’exercice, d’applications linéaires !
(1) Si f est injective, elle induit un isomorphisme f; de V sur W’ := Im f. Soit p
un projecteur de V'’ sur W’. Alors g = f;'op : V' — V est linéaire et vérifie
gof=frtopof=frtofi =Idy car po f = fi.Réciproquement,si g o f = Idy, tout
x € Ker f vérifie x = g(f(x)) = g(0) =0, et f estbien injective.
(i1) Supposons f surjective et soit W un supplémentaire de Ker f dans V. La restriction fy
est un isomorphisme de W sur V' (théoréme 36 de la page 196). Soit h : V' — W sa ré-
ciproque : il est clair que f o h = Idy-. Réciproquement, si f o h = Idy/, tout y € V' est
I’image de h(y) € V et f est bien surjective.
(iii) Si f est bijective et si f~! est son application réciproque , on a les implications :

gof=Idy = gofofl=fl=g=f"

et
foh=1Idy, = flofoh=ft=h=f"1

I1.3.28 L’égalité (z1,x2) = (y,0) + (0, z) équivauta x; = y,x2 = z. Tout élément de V7 x V3
se décompose donc de maniére unique en somme d’un élément de V; x {0} et d’un élément
de {0} x V2 qui sont donc supplémentaires. De plus, les projections de x := (x1,x2) sont
(21,0) et (0,z2) ; or (z1,0) = s1(z1) = s1(p1()) et (0,22) = s2(w2) = s2(p2(x)) : les
projections de V7 x V4 sur V3 x {0} et {0} x V4, sont donc respectivement s; o p; et s 0 pa.

I1.3.29 Soit B une base de V. Par hypothese, elle a au moins deux éléments distincts. Soit 7
I’une des formes linéaires coordonnées associées : c’est un endomorphisme qui n’est ni nul ni
bijectif, ce n’est donc pas une homothétie.
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I1.3.30 Comme 1’énoncé le suggere fortement, on prend pour V' un plan vectoriel de base (u,v)
et I’on définit I’endomorphisme f par son effet sur cette base : f(u) = u et f(v) = u + v.
Comme (u,u + v) est une base de V', I’endomorphisme f est un automorphisme. Soit W un
sous—espace vectoriel de V. Si W = {0} ou V, c’est un sous—espace vectoriel stable par f.
Sinon, ¢’est une droite vectorielle : W = Vect(w), avec w # 0. On écrit w = Au + pv,
ou (A, u) # (0,0). On adonc f(w) = Au+ p(u 4+ v) = (A + p)u + pv. Le sous—espace
vectoriel TV est stable si, et seulement si, f(w) € W, c’est-a-dire si, et seulement si, w
et f(w) sont proportionnels. Or, on sait que au + bv et cu 4+ dv sont proportionnels si, et
seulement si, ad — bc = 0. Dans notre cas, cela équivaut a Ay — p(A + p) = 0, c’est-a-
dire a p = 0. La seule droite vectorielle stable par f est donc E := Vect(u). Comme tous les
supplémentaires de E sont des droites vectorielles distinctes de F, aucun n’est stable par f.

I1.3.31 Soient C et C’ des bases de E et F’. Ce sont des parties libres disjointes et telles que,
de plus, A := C U’ estlibre (car E N F' = {0}). Il découle du théoreme 30 que A est
contenue dans une base B de V. Alors le sous—espace vectoriel F' de V' de base B\ C est un
supplémentaire de E tel que F/ C F.

Soit z € V'\ E. On applique ce qui précéde a F’ = Vect(x). Soit par ailleurs F”' un supplé-
mentaire de " dans F' :onadonc V = E & (F' & F"), et tout élément v de V s’écrit de
maniere unique v = e+ (A z + f”), ot e € E, F” € F” et )\, est un scalaire. Lapplication
f v A, estune forme linéaire sur V' nulle sur E et telle que f(z) = 1.

Il est évident que E est inclus dans I’intersection des hyperplans qui le contiennent. Pour dé-
montrer 1’inclusion réciproque, on raisonne par contraposée. Soit x ¢ E. Il existe donc une
forme linéaire f sur V nulle sur F et telle que f(x) = 1. Lhyperplan H = Ker f contient
donc E mais pas x. Ce dernier n’est donc pas contenu dans I’intersection des hyperplans qui
contiennent F.

I1.3.32 Rappelons que £ = Imp = Kerq et F' = Kerp = Imq. Supposons d’abord E stable
par f,c’est-a-dire f(F) C E.On a alors les implications suivantes :

Ve eV, pz) € E= f(p(z)) € E= q(f(p(x))) =0,

ce qui entraine que g o f o p = 0. Supposons réciproquement que g o f o p = 0. On a alors les
implications suivantes :

Ve e E, p(x) :x:>q(f(z)) :q(f(p(:r))) =0= f(z) e Kerq=F,

ce qui entraine que f(F) C E, i.e. que E est stable par f.
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Module 11.4 : Calcul matriciel élémentaire

IL4.1 Ecrivons A = M\,, + N, ot N est une matrice triangulaire supérieure stricte.
Les matrices \I,, et N commutent, et I’on peut appliquer la formule du bindme :
P

WpeN, A7 =" (Z) (M,,)P~F N,

k=0
Par ailleurs, d’apres le cours, la matrice N est nilpotente d’ordre n : ona N™* =0.Si p > n,
cette somme peut donc étre tronquée. La formule générale est la suivante :

min(p,n—1)
P\ yp—k Atk
VpeN, AP = APTENF,
pero =3 (})

Lorsque p est grand, elle ne comporte donc que n termes. A titre d’exemple, on trouve :
1 1\’ 1 0 o 1\” 1 0 0 1 1 p
et (o 1) {0 D@ o)) - )@ )= 1)

I1.4.2 Supposons A et B d’ordres de nilpotence respectifs a et b : on a donc A = B® = 0. Cela

entraine que, pour k > a et pour [ > b, ona A¥ = B! = (. Puisque les matrices A et B
commutent, on peut appliquer la formule du bindme :

P

VpeN, (A+ B)P = p>AkBP—k.

p ( ) ;} < i

Prenons p := a + b — 1. Alors, pour tout k£ € [0,p],ona k > a oup—k > b :en effet, la
négation de cette affirmation serait k < a — 1 et p — k < b — 1, qui entrainerait (en addition-
nant), p < a+b— 2, ce qui contredirait le choix de p. Puisque £ > a ou p— k > b, on a aussi
AF =0 ou BP~* = 0, donc, dans tous les cas, A*BP~F = 0. Tous les termes de la formule
ci-dessus sont donc nuls, et 1’on a finalement : (A + B)2+°~1 = 0.

Prenons A := <8 (1)> et B := <(1) 8) . On vérifie sans peine les égalités A? = B? = 0.

Mais la matrice C := A+ B = (0 1) a pour carré C? = I : elle est inversible, donc pas

1 0
nilpotente (en fait, ses puissances paires valent I et ses puissances impaires valent C', donc au-

cune de ces puissances n’est nulle). Naturellement, A et B ne commutent pas: AB = (é 8)
0 0
et BA= (0 1) .
B <a2—|—bc ab + bd

- __fa b 9
I1.4.3 Ecrivons A := <c d>’ de sorte que A* = catde bet d?

>. L’égalité désirée
A? = 1A — 61, équivaut donc au systeéme :

Ta— 38 =a®+be

b ab+ bd

TC = ca + dc
7d — 6 = be + d?
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dont une solution évidente est 7 = a + d (suggérée par la deuxiéme et la troisieme égalité) et
0 = ad — bc (imposée par la premiere et la quatrieme égalité lorsque I’on a trouvé 7). Notons
Tr(A) := a +d la trace de A (elle sera étudiée en L2) et det(A) := ad — be le déterminant
de A (voir le module II.7), on peut écrire :

VA € My(K), A2 — Tr(A)A + det(A) I = 0.
C’est un cas particulier du théoréeme de Cayley-Hamilton, qui sera démontré dans le cours de
L2.
Si I'on veut définir deux suites (an)nen €t (Bn)neny d’éléments de K telles que
vn € N, A" = a, A + 8,12, il est naturel de les initialiser en posant g := 0,5y := 1 et
a1 := 1, 41 := 0. On remarque ensuite que 1’égalité A? = 1A — 61, entraine (en multipliant
par A™), pour tout entier n € N, I'égalité A"+2 = 74"+ — §A™. On pose donc, pour tout en-
tier n €N, apyo = Tapy1 — day, et Bnie = 70p+1 — 08y, . On Vérifie alors immédiatement,
par récurrence a deux pas, que I’on a bien Vn € N, A" = a,, A+ B, 1.

144 Sia, =---=ap =0o0ub = --=b, =0,il est clair que tous les a;b; sont nuls et

donc A = 0. Pour démontrer la réciproque, on raisonne par contraposée : on suppose donc la
négationde “a; = --- =a,, =0o0u by =--- =0b, =07, c’est-a-dire que I’un au moins des
coefficients a; est non nul, soit a;, # 0, et également que I’un au moins des coefficients b; est
non nul, soit b;, # 0. Alors a;,b;, # 0, ce qui entraine que A # 0.

Supposons maintenant A non nulle, et soient 4g,jo comme ci-dessus. En écrivant

b; .
a;bj = —La;b;,, on constate que les colonnes Ci,...,C, de A sont proportionnelles :
bjo
b; . . .
C; = —LCj, . Le sous—espace vectoriel Vect(Cy,...,C,) est donc engendré par Cj, , qui

bjo
n’est pas nulle (puisque a;,b;, # 0); c’est donc une droite vectorielle, et la matrice A est donc
derang 1.
Supposons enfin que A € M, ,(K) est une matrice de rang 1. Le sous—espace vecto-
riel Vect(Ch,...,C)) est donc engendré par une colonne non nulle C;,, etl’'ona C; = b,;C},
pour des scalaires b; € K (et nécessairement b;, = 1). Notons a1, ..., a,, les coefficients de
la colonne Cj, . Il est immédiat que A est la matrice dont les coefficients sont les a;b;.

I1.4.5 On sait déja que les matrices scalaires AI,, commutent a toutes les matrices de M, (K) ; en

particulier, les matrices scalaires inversibles A\I,,, A € K* commutent a toutes les matrices de
GL,(K), autrement dit, elles appartiennent au centre de GL,,(K).

Soit réciproquement A un élément du centre de GL, (K ), autrement dit, une matrice inver-
sible telle que VB € GL,(K) , AB = BA. Nous allons démontrer que A est une ma-
trice scalaire. Notant a; ; les coefficients de A, cela revient a dire que les a;; sont tous
égaux et que les a;; tels que ¢ # j sont tous nuls. Soient 7, j deux indices distincts dans
[1,n].La matrice élémentaire E; ; est nilpotente d’ordre 2 (i.e. de carré nul), donc telle que
(I, — E; j)(In + E; ;) = I? — 0 = I,,. Lamatrice B := I,, + E; ; est donc inversible, et, de
larelation AB = BA, on déduit que AE; ; = E; ;A. Notons Ly, ..., L, (tesp. C1,...,Cy)
les lignes (resp. les colonnes) de A. La matrice AE; ; a une seule colonne non nulle, sa jéme s

qui vaut C;. La matrice E; ;A a une seule ligne non nulle, sa ¢¢* , qui vaut L;. L’égalité
AE; ; = E; ; A entraine donc en particulier que a; ; = 0 et que a;; = a; ;. Comme c’est vrai
quels que soient les indices ¢ = j, la matrice A est bien scalaire.
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I1.4.6 Les matrices du groupe GG considéré sont de la forme I3 + NV, ou N est triangulaire su-
périeure stricte, donc nilpotentes d’ordre 3 (c’est le lemme qui précede la proposition 11 de la
page 219 du module I1.4). Selon 'exercice I1.4.1, (I3 + N)3 = I3+ 3N +3N? = I3, puisque,
pour tout @ € Z/3Z, on a 3a = 0. On a donc bien, dans le groupe G, la relation Vo , 23 = 1.
Par ailleurs, ce groupe n’est pas commutatif :

1 10 1 00 1 11 1 00 1 10 1 10
0 1 0 01 1]=10 11 et 011 01 0)J=10 11
0 0 1 0 01 0 0 1 0 01 0 01 0 01

I1.4.7 Pour la premiere assertion, voir 1’exercice 11.3.27 de la page 204. On I’applique a I’appli-
cation linéaire ®4 : X — AX de K™ dans K™. Comme toute application linéaire de
K™ dans K™ est de la forme ®p, ot € M, ,(K), que Pp o &4 = Ppa et que
®py = Idgn & BA = I, on en déduit que ’application linéaire ®,4 est injective si, et
seulement si, A est inversible a gauche.

Remarque. Le terme “inversible a gauche” est ici 1égérement abusif, car on n’a pas
affaire a une loi de composition interne.

I1.4.8 Soient o, 7 deux permutations de [1,n], et notons A, = (a;;) et A. = (b; ;). Alors le
produit A, A; = (¢; ;) est donné par les formules :

= Lsij=7(c(i))
Cij = Zai,kbk,j = bo(i),j = { . )
— J 0sij#7(o(i))

de sorte que A, A, = A,,.Sil’on note temporairement e la permutation identique de [1,n],
on a bien stir A, = I,,. Ainsi, A, est inversible d’inverse A,-1 et I’ensemble de ces matrices
est bien un sous-groupe de GL,,(K). Notons-le G.

L’application ¢ — A, est une bijection du groupe symétrique sur GG, mais n’est pas un
morphisme de groupes. En revanche, en utilisant les relations (A B)~! = B~ 1A~! et
‘AB = 'B'A, on trouve que chacune des applications : o — A;' et o — ‘A, est un iso-
morphisme. Le lecteur vérifiera sans peine qu’il s’agit du méme isomorphisme : pour toute
permutation o, on a en effet A;l =14,.

11.4.9 Pour la premiére matrice, on suppose a, b, ¢ deux a deux distincts (sinon la matrice a deux
lignes égales et n’est donc pas inversible). On appliquera les mémes opérations élémentaires
sur les lignes aux matrices :

1 a a? 1 0 0
1 b b2 et 01 0
1 ¢ ¢ 0 0 1
Les transvections Ly <— Lo — L1 et L3 <— Ls — L; (dans n’importe quel ordre) donnent :
1 a a? 1 0 0
0 b—a b —a? et -1 1 0
0 c—a & —a? -1 0 1
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Dorénavant, nous sommes contraints de n’employer que des opérations élémentaires sur les

. . c—a
lignes (et non sur les colonnes). La transvection L3 <— L3 — 5

L5 donne :

1 a a? 1 0 0
0 b—a b? — a? et c:1b cl—a 0
0 0 — —-b —
(c—a)(c—b) '—2 “h_a
aQ bQ—aQ
Les transvections L1 < L1 — ng et Lo < Lo — ng donnent :
cb—(c+b)a —a? —a?
1 a 0 (c—a)b—a) (c—=b)la—b) (c—a)lc—0b)
0 b—a 0 ot b+c c+a a® — b2
_ _ a—c c—b (c—a)(c—b)
0 0 (c—a)(c—0b) b e—a :
b—a b—a
La transvection L < L1 — 5 ¢ Lo donne :
—a
be ac ab
1 0 0 (c—a)b—a) (c=Db)a—b) (c—a)(c—0>b)
0 b-u 0 ot b+c c+a a?® — b?
_ _ a—c c—b (c—a)(c—D)
0 0 (c—a)(c—0b) c_b c—a :
b—a b—a
. . 1 1
Enfin, les dilatations Lo < Lo et Ly < ————— L3 donnent :
b—a (c—a)(c—D)
be ca ab
(@a=bd)la—c) (b—a)lb—c) (c—a)(c=D)
—(b+¢) —(c+a) —(a+10)

o O =

O = O

_ o O
-+

(a— b)l(a —c) (b— a)l(b —¢) (c— a)l(c -b)
@ D=9 G-ab-0 C-ae-b

Cette derniere matrice est I’inverse recherché. Apres lecture du module I1.6, le lecteur pourra y
reconnaitre les coefficients des polynémes d’interpolation de Lagrange aux points a, b, c. Ces
derniers sont en effet les polynomes :

X-bX -0 1 v e
(a—b)la—c) (a—b)(a—c)(X (b+c)X + be),
K- -a) _ 1
G-ob-a ~ G-ob-aF ~(eraXtea)
K-—a)(X-b) _ 1 )
C=a)c=b) ~ (e—afe—p X ~(atb)Xtab).

Pour la deuxieme matrice de 1’énoncé, pour changer un peu, on appliquera plutdt les mémes
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opérations élémentaires sur les colonnes aux matrices :

1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
et .
0O 00 ... 11 0 00 ... 1 0
0 0O 1 0 00 ... 01
Les transvections Cy < Cy — C1, C3 + C3 — (Cs,...,C, < C, — Cp_1, effectuées

dans cet ordre transforment la premiére matrice en I,, (c’est évident). La deuxiéme matrice est
successivement transformée en :

1 -1 0 ... 00 1 -1 1 ... 00

0 1 0 ... 00 0 1 -1 ... 00

0 0 1 ... 00 0 0 1 ...00

o . ], puis | . . .|, puis ...

0 0 0 ... 10 0o 0 0 ... 10

0 0 0 1 0 0 0 0 1
1 -1 1 (-2 0 1 -1 1 (-2 (=1t

1 -1 (=1)"3 0 0 1 -1 (=1)n=3  (=1)"2
0 0 1 (-1 0 0 0 1 (==t (=13
.|, puis ,

0 0 0 ... 1 0 0 0 0 ... 1 -1
0o 0 0 ... 0 1 0o 0 0 ... 0 1

qui est I'inverse recherché ; son coefficient général est donc donné par les formules :

0sii>j
a; i = o
”J (—1)7~Fsii < j

On retrouve le résultat obtenu (de deux facons) dans le cours.

I1.4.10 Si z; = x;, les lignes d’indices 7 et j sont égales. Pour que la matrice soit inversible, il est
donc nécessaire que les x; soient deux a deux distincts. Le but de 1’exercice est de démontrer
la réciproque. Nous noterons, pour tout i € [1,n] :

i—1
Pi = (X 7$1)' s (X — 1'1) = XZ+Z)\ZJXJ
§=0

(1) Le principe général est le suivant. Soit A € K. Si i # mn, les contenus
des colonnes de A aprés la transvection C,, <« (), + AC; sont respectivement
cy = Cy,...,Cl,_; = Ch_q et C) = C, + XC;. Si l'on effectue les transvections
Cn < Cp + X—1,-1C; pour ¢ = 1,...,n — 1, les colonnes Ci,...,C,_1 ne sont pas
affectées et la colonne C,, est successivement transformée en C), = C,, + A\,—1,0C1, puis
Cll' = Cp + A—1,0C1 + Ap—1,1C2, etc. Apres k transvections, on a, de maniére générale :
c® =c, + An=1,0C1 + An—1,1C2 + - - - + A\p—1,,—1C} . Le contenu final de C,, apres les n
transvections indiquées est donc bien Cp, + A\y—1,0C1 + -+ + A—1,n—2Cnh—1.
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A T’issue de cette opération (composée de n transvections), les a; x, kK < n n’ont pas été mo-
difiés. Le ¢ coefficient a; ,, de C,, a été remplacé par :

n—1 n—2
Qi+ An—1,001 +* F+ Ap—1,n—20in—1 =2,  +Ap_10+ -+ A_1n—27;

= Pn_l(xi).

Or, les racines de P, sont z1,...,x,_1. La derniére colonne a donc maintenant tous ses
coefficients nuls, sauf le dernier qui vaut P,,_1(z,,) = (zp, — x1) - - - (£, — Zn—1). Le contenu
0

de C,, apres I’opération indiquée est donc 0
Pn—l (:Cn)

(ii) Pour chaque k£ de n— 1 a 2, I’opération indiquée dans 1’énoncé est le produit des transvec-
tions Cy <= Cr + A\p—1,i—1C; (i =1,...,k — 1). Cette opération ne modifie que la colonne
C} et ne met en jeu que les colonnes C; (¢ = 1,...,k — 1), qui n’ont pas encore été modi-
fiées et sont donc dans leur état initial. Apres cette opération, le contenu de la colonne Cj, est

0

donc . Remarquons que le kéme coefficient de cette colonne (celui qui figure sur

Pr_1(xy)

Pkfl (zn)
la diagonale) est Py—1(xx) = (2 — x1) -+ (T — T—1).
Apres toutes ces opérations, A a été transformée en une matrice triangulaire inférieure dont

les coefficients diagonaux sont : Py(x1), Pi(x2),..., Ph—1(x,). Le produit de ces coefficients
diagonaux est [[ (z; — ;) : c’est donc le déterminant de A (module I.7), puisque les
1<i<j<n

transvections ne modifient pas le déterminant. Dans tous les cas, si les z; sont deux a deux dis-
tincts, on a obtenu une matrice triangulaire a coefficients diagonaux non nuls, donc inversible :
la matrice A de départ est donc elle-mé&me inversible.

I1.4.11 Pour la description donnée ici de 1’algorithme d’Euclide, le lecteur pourra lire les modules

IL.6 et I1.8. Comme I’indique I’énoncé, on a z;+1 = z;—1 — q;Z;, ou ¢; := x;_1divx;. On en

tire :
0 1 Ti—1 o 0.1'1'71 + 11‘1 o xZ; o €Ty
1 —q z ) \lzioi—qzi)  \@ic1—qzi)  \@ig1)’

comme demandé.
On itere 1’égalité obtenue :

()= ) () =0 )6 ) C) =
-0 )6 )06

a; bl L 0 1 0 1 0 1
¢ di) " \1 —q)\1 —qi—1 1 —q)°

Notons donc :
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()= )= )

puisque, par initialisation, 9 = w et z; = wv. En particulier, z; = a;u + b;v (et
ZTit+1 = ¢;u + d;v). Par définition :

ap bo) (1 0 ot [+t biv1) _ (0 1 a; b;
co do) \0 1 i1 diq1) \1 —qiv1) \a d;

De cette derniere égalité, on déduit que a;+1 = ¢; et b;y1 = d;. Les * de la deuxiéme ligne

On a alors :

. a; b; . ,
de la matrice (*z *z) sont donc ¢; = a;4+1 et d; = b;11 (ce qui rend cohérentes les deux

égalités x; = a;,u + b;v et x;11 = c;u + d;v). Les relations ci-dessus se réécrivent comme

ap b\ (1 O O biv1) _ (0 1 a; b;
ap b)) \0 1 aiv2 bire)  \1 —qit1) \@i+1 bit1

On peut donc définir les suites (a;) et (b;) par les initialisations ap = 1, a; = 0, by = 0,
b; =1 etles relations de récurrence a deux pas : a;+2 = G; — ¢i4+1Gi+1, bi+2 = b; — qiy1bi41.
Lorsque z;, # 0 et xx4+1 = 0, on sait que § := z est un pged de u et v. La rela-
tion de Bézout s’écrit alors § = au + bv, les coefficients a := ap et b := by ayant
été obtenus par la récurrence indiquée, ou bien comme la premiere ligne de la matrice

(b)) ()

suit :
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Module II.5 : Le corps des nombres complexes

IL.5.1 Supposons C muni d’un ordre total <, compatible avec I’addition et la multiplication (au
sens du module I.1). L ordre étant total, tout élément de C est comparable a 0. On en déduit que
tout carré est positif. En effet, ’ordre étant total, pour tout x € C, on a soit = > 0, soit x < 0.
Dans le premier cas, £2 = z.x est positif comme produit de deux éléments positifs ; dans le
secondcas, t < 0= —x > 0,et 22 = (—x).(—z) est encore positif comme produit de deux
éléments positifs.
Appliquant ce principe 2 x = 1, on conclut d’abord que 12 = 1 est positif : 0 < 1. Appliquant
ce principe @ = i, on conclut ensuite que i2 = —1 est également positif: —1 > 0,d’ou 1 <0
(ici, on a utilisé la compatibilité de < avec I’addition). Des deux inégalités 0 < 1 et 1 < 0, on
tire 0 = 1, ce qui est une contradiction.

Remarque. Soit K un corps commutatif. Il est facile de voir que, s’il existe sur K une
relation d’ordre total compatible avec I’addition et la multiplication, alors toute somme
de carrés non tous nuls est non nulle (méme méthode que ci-dessus). On peut en fait
démontrer que la réciproque est vraie (c’est un théoréme di au mathématicien allemand
Emil Artin).

IL5.2 (i) Avec la notation i = (O 1) de la question (ii), on observe tout d’abord

-1 0
que C = {aly 4+ bi | a,b € R}, qui est le sous R-espace vectoriel de M,(R) engendré

par I, et i ; en particulier, ¢’est un sous-groupe du groupe additif M (R). 11 contient I’élément
neutre I de la multiplication (prendre a = 1, b = 0). De plus :

! !/ " 11
(_ab Z> <_ab, Z,) = (_ab,, Z,,) ,oua’ =aad —bb et b =ab +bd. 37

Cela se vérifie par calcul direct, ou bien en remarquant que i2 = —I, (voir calcul plus bas). Il
en découle que C est stable pour la multiplication; c’est donc un sous-anneau de Mz (R).

Par ailleurs, 1’application a — (a 2) = aly est 'unique application R-linéaire de R

0
dans C telle que 1 — I, en particulier, c’est un morphisme de groupes. On a 1 — I
(éléments neutres de la multiplication des deux anneaux), et I’égalité ably = (alz)(bl2)

acheve de montrer que c’est un morphisme d’anneaux. Son noyau est formé des a € R tels
que als = 0, c’est-a-dire a = 0. Le morphisme est donc injectif, et ¢’est un isomorphisme

de R sur son image, qui est un sous-anneau de C. 1l est donc légitime d’identifier R au sous-

anneau{<8 2) }QGR} de @,ettoutréelaél’élément als de C.

(ii) On vérifie d’abord que 12 = —1I :
0 1 0 1\ 0% +1.(-1) 01+10 Y} (-1 0
-1 0)\~-1 0)  \-1.0+0.(-1) (-1).1+0%) " {0 -1)°

Modulo I'identification décidée a la question précédente, on peut donc écrire i2 = —1.0n
a déja vu que I, et i engendrent le R-espace vectoriel C, et il est clair qu’ils sont linéaire-
ment indépendants, donc qu’ils en forment une base. Autrement dit, tout élément de C s’écrit
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de maniére unique a + bi, avec a,b € R, et I'application a + bi — a -+ bi définit un iso-
morphisme de R-espace vectoriels de C dans C dont la restriction 2 R est I'identité. Il reste
a voir que c’est un morphisme d’anneaux. On sait déja que 1 — I» (éléments neutres de
la multiplication des deux anneaux). Il reste a vérifier la compatibilité avec la multiplication,
c’est-a-dire que a” + b"i := (a + bi)(a’ 4 b'i) a pour image a” + b"i := (a + bi)(a’ + b'1).
Mais c’est une conséquence immédiate de 1’égalité 37 de la page précédente.

II.5.3 Supposons que ’on a trouvé un tel morphisme . Alors, pour tout complexe z = x + iy,
ona: Y(z+iy) = Y(z) + Y)Y (y) = p(x) + ap(y). S’il existe, le morphisme 1 est donc
unique.

Réciproquement, pour tout complexe z = x + iy, posons : ¥ (z+1iy) = v(x) + ap(y). Il vient
d’abord ¥ (x) = ¢(z) et ¥(i) = « ; nous devons vérifier que 1) est un morphisme d’anneaux.
Avec des notations évidentes :

Yz+2) = ple+a’)+aply+y),
V() +0(E) = (o) +ap(y)) + (e(z') + ap(y'),

et I'égalité ¢(z + z') = ¥(z) + ¥ (2’) vient de ce que ¢ est un morphisme de groupes. Il est
évident que (1) = 1. Reste le produit :

U(zz') = pzz’ —yy') + ap(zy +ya'),
V()W) = (e(@)+ ap(y)) (e(z') + ap(y’))
= (@) — o)) + ale@)e) + ey)e(a’));

pour ce dernier calcul, on a utilisé pour la premiére fois le fait que o® = —1. Du fait que ¢ est
un morphisme d’anneaux, on déduit successivement :

plzz’ —yy') = p(x)p(a’) —eW)ey),  wlay +yz’) = p@)ey’) + ey)p(a')

et, enfin ¢(zz’) = 1 (2)¥ (). Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.

2

II.5.4 (i) La propriété “R est central dans H” signifie :
Vz,a,b,c,d € R, x(a+bi+ ¢j+ dk) = (a + bi+ ¢j + dk)z.
Comme R est commutatif, il suffit de vérifier les égalités xi = ix, xj = jx et 2k = kz. Les
deux premieres font partie des regles postulées. Pour la troisiéme, on calcule :
vk = z(ij) = (21)j = (iz)j = i(2)) = i(jz) = (ij)z = ka,
en invoquant plusieurs fois 1’associativité de la multiplication dans I’anneau H. Nous utilise-
rons dorénavant 1’associativité de maniere plus implicite, ainsi que le fait que tout réel com-

mute avec tous les quaternions. Pour le calcul qui suit, rappelons 1’égalité valable dans tout
anneau : —u = (—1)u. Démontrons que k% = —1 :

k? = (ij)? = i(ji)j = i(—ij)j = —i%% = —(-1)® = —1.
De méme :
Jk=jij=-1j" =1 et kj=ijj=1ij"=—
Enfin :
ki=iji=—ji’=j et ik=i%=-j
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On trouve sans peine :
(a1+bii+cij+dik)+ (az+bai+coj+dok) = (a1+az)+ (b1 +b2)i+ (c1+c2)j+(di +d2)k.

Pour le produit, grace a la distributivité, aux trois formules i2 = —1, etc, et aux six for-
mules ij = k, etc, on trouve (avec peine mais sans difficulté) :

(a1 + bll —+ Clj + dlk)(ag + b21 —+ CQj —+ ko) = (a1a2 — b1b2 — C1C — d1d2)+
(a1bs +bras + c1de — dico)i+ (a1ca +c1az + dibe — b1dz)j + (a1da + dras + biea — c1ba)k.

En prenant as = a1, by = —by, co = —cy1 et do = —dy, on trouve que seul le terme réel
demeure :

(a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) = (a® +b*+ % +d?) +0i+0j + 0k = a® +b* + ¢ + d°.

Ainsi, I'égalité a + bi+ cj +dk = 0 entraine a®+b*>+c?+d?> =0,donca=b=c=d =0,
car ce sont des réels. On en déduit notamment que (1,1, j, k) est une base du R-espace vecto-
riel H.

Pour vérifier que H est un corps, il suffit de prouver que tout élément non nul est inversible.
Mais il résulte du dernier calcul (et de la centralité de R) que, si a + bi + ¢j + dk # 0, alors il
admet pour inverse :

a —b —c —d
i j k.
P B e B e B e By e By e

Anticipant les notations qui seront introduites a la question (iii), et généralisant la terminolo-

gie des nombres complexes, on appelle conjugué du quaternion z := a + bi + ¢j + dk le

quaternion o(x) := a — bi — ¢j — dk ; de méme, on appelle norme algébrique de x le pro-

duit N(z) := zo(x).

Il résulte des calculs précédents que N (z) = N(o(z)) = a?+b*+c?+d? € R et que I'inverse
1

de x est Wo(x).

Il découle de I’exercice précédent, appliqué a ¢ : a — a et 2 a« = i, que I'applica-

tion a 4 bi — a + bi définit un morphisme d’anneaux de C dans H dont la restriction a R est

I’identité. Comme a + bi = a = b = 0, il est clair que ce morphisme est injectif.

(i) Plagiant la construction de C, on peut poser H = R*, que 1’on munit de la structure de

groupe produit. Le produit (a1, by, ¢1,d1)(az, be, ca,ds) est donné par la formule :

(a1a2—biba—cica—dida, a1ba+bras+cidy—dyca, ayca+craz+diba—bida, aida+diaz+bica—c1b)

On identifie alors 1 4 (1,0,0,0) et’onnote i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0) et k = (0,0,0,1).
(iii) L’application o est 1’automorphisme du R-espace vectoriel qui transforme la
base (1,i,j,k) en la (1,—1i,—j,—k). C’est donc en particulier un automorphisme de
groupe. Pour démontrer ’égalité o(xy) = o(y)o(z), observons d’abord que les applica-
tions = — o(xy) et x — o(y)o(z) sont toutes deux R-linéaires; il suffit donc d’examiner le
cas ol x est élément de la base (1,1,j,k) (théoréme 26 de la page 192 du module II.3). De
méme, les applications y — o(zy) et y — o(y)o(x) étant R-linéaires, il suffit d’examiner le
casou y € (1,i,j,k). Si z ou y vaut 1, I’égalité a vérifier est triviale ; de méme si x = y. Il
reste donc les six cas (i,j), (i,k), (j,1), (j, k), (k,1i) et (k,j) : nous les laissons au plaisir du
lecteur.

On peut alors calculer :

N(zy) = zyo(vy) = xyo(y)o(z) = 2N (y)o(z) = xa(x)N(y) = N(z)N(y).
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On a utilisé le fait que N(y) € R est central, donc commute avec o(z).
Notons x := a1 + b1i+ c1j+ dik et y := as + b2i + coj + dok. La formule précédente donne
alors :

(a7 + b7 + ¢ + dF)(a3 + b5 + ¢5 + d3) = (a1az — biby — c1cp — dida)*+
(a1bg +brag + crda — dica)? + (a1ca + crag + diby — bida)? + (ayds + dias + bica — c1by).
Si I’on pose maintenant :
Ni={a®>+0*+*+d*|a,b,c,dcZ},

on déduit de ce qui précéde que N est un sous-ensemble de N stable pour la multiplication. Si
I’on arrivait 2 démontrer que A contient les nombres premiers, on en déduirait que N' = N,
c’est-a-dire le théoréme de Lagrange. En réalité, c’est bien sir le fait que N contient les
nombres premiers (autrement dit, que tout nombre premier est somme de quatre carrés) qui est
difficile a démontrer !

II.5.5 Sil’on part d’une équation générale du quatricme degré :

P(Z):=AZ*+BZ*+CZ* 4+ DZ+E=0 avec A#0,
B
on peut poser z = Z + 1A dans le but de faire disparaitre le terme de degré 3 ; I'idée

B\*
est que I’on considére AZ* + BZ? comme le début du développement de A (Z + H) .

Ce changement de variable, qui généralise la mise sous forme canonique du trindme

du second degré, est appelée transformation de Tschirnhaus. On obtient alors 1’équa-
1 B

tion Q(z) = 2* + az? + bz + ¢ = 0 avec Q(z) := 5F (z — H) . Pour déterminer les

coefficients a, b, ¢, on peut calculer “a la brute” ou bien appliquer la formule de Taylor (théo-

B
reme 35 de la page 302, module I1.6) a P (z — H) , ce qui donne :

B B 1 B 1 B 1. B
pl_-= p_-= —p| = 24 —pr | = 3 _P(w) _ = 4
( 4A)+ ( 4A)Z+2 ( 4A)Z "5 ( 4A)Z 51 14)”°

En divisant par A, on obtient bien 2% 4 az? + bz + ¢, ot :

3B? " C B3 2302+ D ) —3B4 n CB? BD " E
= —— N = — — R e = - — —
CTTRAR T A2 T T gAr T A3 A2 €7 05645 ' 1643 442 ' A
" __ E LN " 72 _ : > 3
(ona P"" =247 + 6A ,d’ou P 1A= 0, ce qui confirme 1’absence du terme en z°).

(i) Légalité (22 +w)? = a’22 + V2 + ¢ équivauta 2 + (2w —a')2? — b’z + (w? — ') = 0.
On demande donc (par identification) que 2w — a’ = a, —b' = b et w? — ¢’ = c. En po-

2 — ¢, on ramene donc I’équation de départ 2 celle-ci.

sant ' :=2w —a, b ;= —-betc :=w

N L . . 2 N

(iii) Le trindme a’z? + b’z + ¢’ est un carré si, et seulement si, b'° — 4a’c’ = 0, c’est-2a-
2

3 4 4 dac—b

—5W —cw—i—T =0.

Une fois celle-ci résolue (on choisit 'une quelconque de ses racines, cela n’a pas

dire b —4(2w—a)(w?—c) = 0, ce qui se rameéne a I’équation : w
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d’importance), selon la méthode de Cardan (ou de Scipion del Ferro), on doit ré-
/

2
soudre : (22 + w)? = o (z + T) . Pour chacune des deux racines carrées « de a’, on
a

/

doit alors résoudre 1’équation du second degré 22 + w = « <z + F) : on obtient au total
a

quatre racines (en général distinctes).

I1.5.6 (i) C’est un cas particulier de 1’exercice 11.3.19 de la page 203 , ot I’on a de plus démontré

que Iapplication u — (ug, u1) est un isomorphisme de E sur C2, et donc que dim E = 2.

(i1) Si la suite des u,, = «™ est élément de F/, la relation de récurrence, écrite pour n = 0,
entraine que 2 2 = pz + ¢, en multipliant par =" on voit
que "2 = px"t! 4 g™ (pour tout entier n), donc que la suite des u,, = 2™ est élément
de E. Ainsi, si p? +4q # 0, il y a deux suites de cette forme dans F (correspondant aux

= px + q. Réciproquement, si x

deux racines de 1’équation). Supposons maintenant que p> +4q = 0, notons z la racine double
(donc la la suite des =™ est élément de E') et considérons la suite de terme général u,, = na™.
Alors, pour tout entier n :

Unt2 — PUnt1 — qun, = nz” (2 — pr — q) + 2" (22 — p).

Comme z est racine double, on a 22 — px — ¢ = 2 — p = 0, et la suite des u,, = na™ est
élément de F.
(iii) Soit u € FE. Puisque les suites u, v et w vérifient la méme relation de récurrence li-
néaire a deux pas, pour que 1’égalité u = av + bw, soit vérifiée, il faut, et il suffit, que I’on
ait ug = avg + bwy et u; = avy + bws ; c’est d’ailleurs aussi une conséquence de 1’isomor-
phisme évoqué a la question (i). Dans le cas ol p? + 4q # 0, soient y et z les deux racines :
on adonc v, = y" et w, = 2", etil s’agit de résoudre le systtme a + b = ug, ay + bz = u;.
L’unique solution est a = o , b= L

y—z zZ—Y
Dans le cas ou p2 + 4¢g = 0, soit x la racine double : on a donc v, = 2" et w, = nz",
et il s’agit de résoudre le systtme a = ug, ax + bx = w;. L'unique solution est évidem-
U1 — Uk

ment a = ug, b =
X

11 faut toutefois traiter a part le cas ot x = 0 est racine double, qui corresponda p = ¢ = 0.
Le calcul précédent est alors incorrect ; d’ailleurs, la suite des nz™ est identiquement nulle et
ne peut donc faire partie d’une base. En fait, dans ce cas, E est formé des suites nulles a partir
du rang 2, dont une base est formée de la suite (1,0,0,...) (c’est la suite des v, = z™) et de
la suite (0,1,0,...).

(iv) Notons que le raisonnement de la question (i), c’est-a-dire la solution de I’exercice 11.3.19
de la page 203, est indépendant du corps de base : le R-espace vectoriel F' est donc de dimen-
sion 2.

Si p? +4q > 0 ou p? +4q = 0, les suites v et w étudiées a la question (iii) sont a termes réels
et les mémes arguments que précédemment montrent qu’elles forment une base de F'.

Si p? +4q < 0, les racines y et z sont complexes conjuguées et I’on peut les écrire : y = re'?

et z = re ' avec r > 0 et (par exemple) 6 €]0,7[. Les suites ¢ := 5(2 + w)
1

et s 1= 2—(Q — w) forment une base de F, donc sont C-linéairement indépendantes. Elles
i

ont respectivement pour terme général ¢, = r™ cosnf et s,, = " sinnf : ce sont donc des
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éléments de F' ; comme ces suites sont C-linéairement indépendantes, elles sont a fortiori R-
linéairement indépendantes et forment donc une base de F'.

Exemples.
1. La suite de Fibonacci est définie par Fy = 0, Fy = 1l et Fi0 = Fop1 + F.
. - . . 1++5
L’équation associée 22 = 2 + 1 a deux racines réelles 2\/_. On trouve

o L ({15 (=5
que "= 5 - 5 .

2. Toute suite (up)n>o de réels telle que Yn > 0, Upt2 + Unt1 + Uy, = 0 est combi-
naison linéaire des suites (cos2nm/3))n>0 et (sin2nm/3). En effet, I’équation associée

est 22 = —x — 1, dont les racines sont e+i27/3

3. Toute suite (up)n>o de réels telle que Yn > 0 , Upyo = 2uUpt1 — Uy, est de la

forme wu,, = a + bn. En effet, I’équation associée est 2 — 2z + 1 = 0, qui admet 1 pour
racine double.

I1.5.7 Les éléments neutres 0 = 0+ 0i et 1 = 1 + 0i sont dans Z[i].
La différence (¢ + ib) — (¢/ + ') = (a — d) + i(b — V) et le pro-
duit (a +1ib)(a’ +1b') = (aad’ — bb') + i(ab’ + a’b) de deux éléments de Zli] sont dans Z[i].
C’est donc bien un sous-anneau de C. Comme a + ib € Z[i] < a — ib € Z[i], ce sous-anneau
est stable par conjugaison. Les normes algébriques des éléments de Z[i] forment I’ensemble :

{N(a+1ib) | a,b € Z} = {a* +b* | a,b € Z};
ce sont donc exactement les sommes de deux carrés dans N.

Puisque Z[i] est stable par multiplication, on déduit de la propriété N(zz') = N(2)N(z') que
I’ensemble {N(a +ib) | a,b € Z} est également stable par multiplication. Pratiquement :
(a® + %) (a”* + V%) = (ad’ — bb')% + (ab/ + a'b)2.

Soit z € Z[i] un entier de GauB inversible, et soit 2z’ € Z[i] son inverse.
Alors N(z),N(2') € Net N(2)N(2') = N(2z') = N(1) = 1. Onadonc N(z) = 1.
Soit réciproquement z € Z[i] tel que 2Z = N(z) = 1. Alors Z € Z[i], et c’est 'inverse de z,
qui est donc un entier de Gauf} inversible.

En écrivant z = a + ib, on est conduits a chercher les solutions dans Z de I’équa-

tion a? + b%> = 1. On trouve exactement quatre couples : (£1,0) et (0,+1). Les entiers
de GauB} inversibles sont donc +1, =+i.

IL5.8 Les éléments neutres 0 = 0+ 05 et 1 = 1 + 05 sont dans Z[j].

La différence (a + bj) — (a/ + V'j) = (a — &) + (b — V)j de deux élé-
ments de Z[j] est dans Z[j]. De l'égalit¢ j2 = —j — 1, on déduit que le pro-
duit (a 4 bj)(a’ + V'j) = (ad’ — bb') + (ab’ + a’b — bb')j de deux éléments de Z[j] est
dans Z[j]. C’est donc bien un sous-anneau de C. De I’égalité j = —j — 1, on déduit que le

conjugué a + bj = (a — b) — bj est dans Z[j], qui est donc stable par conjugaison.
Des égalités j+j = —1, jj = 1, on déduitque N(a+0bj) = (a+bj)(a+bj) = a®>—ab+b>.
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Les normes algébriques des éléments de Z[j] sont donc exactement les a? — ab + b?
pour a, b € Z, ou encore (quitte & changer b en —b), les a® + ab + b? pour a,b € Z. Comme
dans 1’exercice précédent, on conclut que 1’ensemble des entiers de la forme a? + ab + b?
avec a,b € Z est stable par multiplication.

IL5.9 Le plus simple est de mettre z sous forme trigonométrique : z = pel, p > 0, 0 € |-, 7[.

Onaalors Argz =6, |z] = p, Imz = psinf et Rez = pcosf. L’égalité a démontrer se 1é-
in 6 in 0
_psny f, soit encore : arctan _sm7 7. On observe, d’une part,
p+ pcosf 14+cosf 2
} Tow
272

écrit : 2 arctan

0
que - €

0 0 0
> [ ; d’autre part, que les égalités sin§ = 2 sin 3 cos 3 et cos ) = 2 cos? 3~ 1

sin 6 0 L 0 o
entralnent ——— = tan — (on peut simplifier par cos — car celui-ci est non nul). Comme la
1+ cosf 2 2
. P ™ T sz .z 2z
fonction arctan est la réciproque de tan : }75, 5 [ — R, I’égalité voulue en découle. Cette

égalité admet d’ailleurs une interprétation géométrique :

0
Dans cette figure, Aff(M) =z =z +iy, p=OM et a = 3

I1.5.10 (i) Fixons I’entier n et notons C'(0) :=

sin k6. Alors :

n

coskf et S(0) :=

3

k=0 k=0
W(0):=C(0)+1iS(8) = Z(cos kO +isinkd) =) wh,
k=0 k=0
ot ’on a posé w := cosf + isinf = €. Si w = 1, c’est-a-dire si # = 0 (mod 27), la

somme vaut n + 1 et I’on en déduit C'(#) = n+1 et S(f) = 0. Sinon, on reconnait la somme
partielle d’une série géométrique :
wnJrl -1 ei(n+1)0 -1

wi(o) = w—1 e _1

Rappelons la formule bien commode : e'® — 1 = e'®/2 (2isin o/2) ; on en déduit ici :

W(0) = el(n+1)0 _ _ el (M +10/2 9 5in(n 4 1)0/2 _ oint)/2 sin(n + 1)6/2 .
eif —1 eif/2 2isinf/2 sinf/2
Notons que les dénominateurs sont non nuls car on a supposé w # 1, c’est-a-dire 8 # 0
(mod 27). On conclut enfin :
cosnd/2 sin(n + 1)6/2
sin@/2

sinnd/2 sin(n + 1)6/2
sind/2

C(9) = S(0) =
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IL5.11 Lexpression cos? zsin® z est une fonction impaire de x, sa forme linéarisée ne compor-

tera donc que des sinus. Ecrivons w := €. Alors :

—1\ 2 1 3 .
cos? zsin® z = (w +2w ) <w ;} > = 3—12(w2+2+w72)(w3—3w+3w’1—w73) =

i 1
3_12( Pow? 2w 2wt +w T —w ) = 1—6(— sin 5z + sin 3z + 2sin ).

I1.5.12 11 s’agit de démontrer que la fonction exp est un morphisme surjectif du groupe addi-
tif C sur le groupe multiplicatif C*, de noyau 2inZ, sachant que /a fonction exponentielle
complexe z — exp z = €* de C dans C* est définie par la formule :

exp(x + iy) := e” (cosy +isiny).
Pour vérifier que exp est un morphisme, on doit prouver la formule :
exp(z + 2’) = exp(z) exp 2.
Notant z = x + iy et 2/ = 2’ + iy’, on est ramené a prouver 1’égalité :

" (cos(y +y') + isin(y + ¢/)) = €® (cosy + isiny) e® (cosy’ +isiny’).

Or, on sait que et — oot (cours de terminale) ; et I’égalité :
(cos(y + o) +isin(y +y')) = (cosy + isiny) (cosy’ + isiny’)
découle des formules d’addition :
cos(y +y') = cosycosy’ — sinysiny’ et sin(y +y') = sinycosy’ + cosysiny’.

Pour vérifier que ce morphisme est surjectif, on doit prouver que, pour tout couple (X,Y") de
réels non tous deux nuls, il existe z,y € R telsque X = e” cosy et Y = e” siny. Ces égalités
AU 3 e — /X2 2 — Y/ — X Y
équivalent a e = VX? +Y? et cosy = X' := iy iy
(on peut en effet diviser par v/ X2 + Y?2). On prendra donc = log v X2 + Y2, puis 'on
résoudra cosy = X', siny = Y, ce qui est possible puisque X'> +Y'* = 1.

Reste a déterminer le noyau, c’est-a-dire a résoudre 1’équation expz = 1, ou encore
le systtme e”cosy = 1, e*siny = 0. D’apres le calcul ci-dessus, x = logl = 0,
et cosy = 1, siny = 0, d’ott y = 0 (mod 27). Les éléments du noyau sont donc les com-
plexes z + iy = 0 +i(2kw), k € Z, et le noyau est bien le groupe 2inZ.

,siny =Y’ :=

IL5.13 Posons, comme le suggére I’énoncé, f(z) := e'?(2)/2,
On aurait alors (f(z))2 =elf(2) = zet:

f(ZZ/) _ eie(zz’) _ ei(@(z)+9(z )) _ eiG(z)eiO(z’) _ f(Z)f(Z/),

autrement dit, on a une fonction « racine carrée » qui est un morphisme. On a vu dans le cours
que cela n’est pas possible.

Voici une preuve directe inspirée de la discussion du cours : on écrit d’abord
que (1) =0(1.1) = 6(1) + 6(1) = 26(1),d’ou (1) =0 ; puis :

0=0(1) =60((-1).(=1)) = 6(—1) + 6(—1) = 26(—1),

d’ott O(—1) = 0. Mais cela contredit I’égalité ¢?(—1) = —1.
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i 1
I1.5.14 (i) Notons ¢(z) := z +? et Y(w) := 11 tw, L application ¢ est définie sur C \ {—i},
z41 —w
—9j
et son image est incluse dans C \ {1}, car ¢(z) — 1 = Jrl, # 0. De méme, Iapplication 1)
z41
9i
est définie sur C \ {1}, et son image est incluse dans C \ {—i}, car ¥(w) +1i = 7 - #0
—w
On peut donc composer ¢ et ¢ dans n’importe quel ordre ; on trouve :
1 z—1
v(p) =i—2H i =
I BT
z+1

et
d4+w

i
1— 1

@("/’(w)) = 1_}_3 = = w,
i +1i
1—w

ce qui montre que ¢ et 1 sont des bijections réciproques 1'une de I’autre entre les en-
sembles C\ {—i} et C\ {1}.

(i) Notons A et B les points du plan d’affixes respectives i et —i. La médiatrice A
du segment AB est I’axe des réels, et un point M est plus proche de A que de B
si, et seulement s’il est dans le demi-plan bordé par A qui contient A. Autrement
dit, |z —i] < |z +1i| & z € H. On a donc démontré I’équivalence : |p(z) € D| €< z € H.
Ainsi, ¢ réalise une bijection de H sur D (et ¢ réalise la bijection réciproque).

II.5.15 (i) Notons A et B les points du plan d’affixes respectives 1 et —1. La médiatrice A du

segment AB est I’axe des imaginaires, et le point M d’affixe iz est équidistant de A et de B

.| 1+ix . .. . . < .
(i.e. T = 1) si, et seulement si, iz est imaginaire pur, c’est-a-dire si, et seulement si, x
— iz
est réel.
. . , 1+ia . .. . .
(ii)) Puisque a est réel, T = 1, et toute racine z de I’équation vérifie de
—ia
1+ix . .
méme } —| = 1, donc est réelle d’apres la question (i).
— iz
L , 141 o;
On peut écrire a = tan o, o €] — w/2,7/2[, d’olt T = © lor,
—ia

I+ix o210

De méme, on peut écrire = tan6, 6 €] — /2, 7/2[,d’on T
—ix

Les racines x vérifient donc e?"? = 2@ soit 20 = 2a/n+2kn/n (mod 27), k € [0,n—1].

o+ kr

k
.Pour k € [0,n — 1], les athm sont deux a deux distincts dans

Notons z; = tan

s .
sont deux a deux distincts (car la fonc-

Uintervalle [«/n, a/n + 7| et les z; = tan a
n

tion tan est injective sur un tel intervalle). Si tous les zj sont définis, I’équation donnée a
donc n racines (qui sont xg, ..., Tp—1)-

Le seul cas ou I'un des xj n’est pas défini est celui ol I'un des vaut /2
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. Lo s atkr owmo .
(mod 7) ; vu le choix de «, cela équivaut a = —,soit & = nw/2 — km, soit en-
n 2
1 +ia 2ia n : : emes n :
core ;—— =7 = (—1)™. Dans ce cas, parmi les racines n de (—1)™, figure —1 qui
—ia

+ iz

.II'n’y a alors que n — 1 racines, qui sont ceux des xj qui sont

1
n’est pas de la forme 1

est —1 lorsque z tend vers I’infini, on dit parfois par

1
bien définis. Comme la limite de 1 i

abus qu’il y a encore n racines mais que 1I’une d’entre elles est infinie.

I1.5.16 Notons ¢, (z) :==az +b.
Le groupe des similitudes est donc G := {@, | @ € C*,b € C}. Lapplication (a,b) — ©qp
est une bijectionde C* xC sur G. De plus, a5 (par,v(2)) = a(a’z4+V)+b = aa’z+(ab'+b),
d’oll Yub © Parpr = Paa’,abl+b = P(a,b)x(a’,pr)- L application (a,b) — g est donc un
isomorphisme de (C* x C,x) sur le groupe G ; cela entraine d’ailleurs automatiquement
que (C* x C, ) est bien un groupe.

I1.5.17 L’inégalité donnée est obtenue a partir de ’inégalité :

N Z" N Zn
- g -
S | X et

(qui découle de I’inégalité du triangle) par passage a la limite lorsque N — +o00. La majoration
a démontrer est :

expz—1—2z

V2eC*,0<|z| <M 5 <exp M. (38)
z

Le membre gauche de cette inégalité est | > S , qui est donc majoré

2" M M"

ar — |, donc par —— (hypothese |z| < M), donc par exp M = —_—

p ngo T2 p ngo 2y P 2| ) par exp 2

1 1

— < ).
car oy S

I1.5.18 Supposons que la fonction f : R — R est telle que f(0) = 1 et f/ = f et po-

sons g(z) = f(xz)e™". Alors g(0) = 1 et ¢'(z) = (f'(z) — f(z))e™™ = 0 ; I'application g
est donc la constante 1 et f la fonction exponentielle.

I1.5.19 La proposition dit : La fonction exp est un morphisme surjectif du groupe additif C
sur le groupe multiplicatif C*, de noyau 2inZ. Nous invoquons le théoréeme 21 de la
page 270 : il entraine que la fonction exp est un morphisme. On a donc en particu-
lier exp(z + iy) = exp(z)exp(iy). D’apres le théoréme 22 de la page 270, expz = €”
(exponentielle réelle) : on sait que cette fonction prend toute valeur réelle strictement posi-
tive. D’apres le théoreme suivant du cours, exp(iy) prend toute valeur de module 1. Comme
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tout complexe non nul s’écrit comme produit d’un réel strictement positif et d’'un complexe
de module 1, la fonction exp est surjective de C sur C*. Pour déterminer son noyau, on
résout exp(x + iy) = exp(x)exp(iy) = 1. D’apres ce qui précede, cela entraine e* = 1,
donc = = 0, et exp(iy) = 1, donc, d’aprés le dernier théoreme invoqué, y € 27Z. Le noyau
est donc 2inZ.
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Module 1.6 : Polynomes et fractions rationnelles

I1.6.1 Tout d’abord, I’application ¢, : P — P(X + a) est évidemment linéaire et admet ¢_,
pour réciproque; de plus, elle ne change pas le degré. C’est donc bien un automorphisme
du K -espace vectoriel K,[X], et I'application ® : a — ¢, vade K dans GL(K,[X]).
Comme ¢q44(P) = P(X+a+b) etcomme ¢, 005(P) = o (P(X+b)) = P(X+a+b),on
a Patb = Pa © @p et @ est un morphisme du groupe (K, +) dans le groupe (GL(K,[X]),0).
On reconnait dans M, la matrice de 1’automorphisme ¢, dans la base cano-
nique B := (1, X,..., X") de K, [X] (moduleIL.7).

k . .
Du développement du bindme : (X +a)* = 3 (¥)a* "X, on tire :
i=0

1 a a® ... a”

0 1 2a ... na™~!
-1

vo—loo 1 . =
@ 2

0 0 0 ... 1

Il sera commode d’indexer ces coefficients par [[O,n]]2 ;pour 0 < 4,5 < n, le coefficient
d’indices (i,) de M, vautdonc 0 si i > j, et (})a’™" sii < j.

Puisque wq4p = @q 0 0y, ona My, = M, My, et application a — M, est un morphisme
du groupe additif K dans le groupe linéaire GL,,+1(K ). On peut le vérifier par le calcul. Le

coefficient d’indices (4,5) de M, M, est:

=S sty = 3 (Bt (),

k=0 i<k<y

quiestnul si 7 < ¢ et vaut < > (’f) (i)) aF~"/~F si i < j. Pour ce calcul, nous ferons les
1Sk

changements d’indice [ := k — ¢ et p := 7 — ¢ (qui est donc positif ou nul) :

2 (f) (Z)“kibjk = 2. i!(kk! z‘)!k!(jj! I

1<k 1<k

_ J! —ipi—
=2 i!(k:—z’)!(j—k:)!ak b

i<k<j
:i! Z . ahTipi R
1! ey (k—=)!(j —k)!
_ '\ L lpk—1
il = Il(p—1)!
_ J! i p! albk—t
i =t = ip -1
J! J -
— b)Y — p)i—i
G —a e Y <i>(a+ )
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On abien My4p = My M.

I1.6.2 1l est évident que I’application A, est linéaire, et, d’apres 1’exercice 11.6.1, qu’elle envoie
I’espace vectoriel K,,[X] dans lui-méme. De plus, les polyndmes P(X) et P(X + a) ayant
méme terme dominant, deg P < n = deg(P(X +a)— P(X)) < n—1,et A, envoie K, [X]
dans K,,_1[X].

Si K est de caractéristique nulle, les polyndmes de Newton N,, := (‘;() sont bien définis.
Ona Ny =1, donc Ay(Nyg)=0.Pourn >1:

Ay = EHDX X ondd) XKD (K ont )
X(X—-1)-(X-n+2)

n!

(X+1)— (X —n+1))
X(X—-1)-- (X —n+2)

" n!
XX -1 (X-nt2)
(n—1)! —ont

L’image de la base (Np,Ni,...,N,) de K,[X] est donc la famille (0, No,...,N,_1)
de K,_1[X]. On en déduit que Ker Ay = Vect(Ng) = K etque ImA; = K,,_1[X].
Puisque les valeurs du polyndme Py sont imposées sur I’ensemble infini N*, il est unique
s’il existe. La relation : Vn € N* | Py(n) = 1¥ + ... + n* équivaut a : Py(1) = 1
et Vn € N* | Py(n +1) — Py(n) = (n + 1)F (démonstration immédiate par récurrence).
La deuxieme relation impose les valeurs de A;(Py) sur I’ensemble infini N*, donc elle équi-
vaut a I’égalité A;(Py) = (X + 1)*. D’apres le début de cet exercice, il existe des polynomes
de K1 1[X] dont I'image par A; est (X + 1)F, et ils sont définis 2 une constante pres; il en
existe donc un unique tel que 1 — 1, et c’est le polyndme Py, recherché.
Pour préciser son terme dominant, on écrit (X + 1)* dans la base des polynomes de New-
ton: (X + 1)’“ = CoNg + -+ + C;Ni.. La comparaison des coefficients dominants montre
que Cy, = k!.L’étude de A; montre que P, = C+CyNy+- -+ CyNi11, ot la constante C
1 1
(k+1)!  k+1
déterminer la constante, on écrit 1 = Py (1) = C + CoN1(1) + - -+ 4+ Cx Np11(1) = C + Cy
(car N1(1) = 1 et N(1) = 0 pour n > 2). En fait, on a Cy = 1 (prendre X = 0),
d’ou C' =0.
A titre d’exemple, calculons P,. On trouve d’abord que (X + 1)2 = Ng + 3N1 + 2N,,
XX+1)(2X+1)
6

est a déterminer. Le coefficient dominant est donc k!

, comme prévu. Pour

donc P, = N1+ 3Ny + 2N3 = , d’ou la formule connue :

" 1)(2n+1
VneN,Zizzn(n+ )6(n+)
=1

1.6.3 Ecrivons n = gm + 7, avec ¢ € N et r € [0,m — 1].
xXam —1

Alors X" — 1 = XTW(XW — 1)+ X" — 1, et le quotient et le reste de la division
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xXam —1
euclidienne de X™ — 1 par X" — 1 sont respectivement X Tﬁ (qui est bien un poly-
néme!)et X" — 1.

Soient ng := n, n; ;= m, ...,nx # 0, ngr1 = 0 les entiers qui apparaissent au cours
d’une exécution de 1’algorithme d’Euclide appliqué a n et m. Alors les polyndmes qui appa-
raissent au cours d’une exécution de 1’algorithme d’Euclide appliqué &8 X™ — 1 et X™ — 1

sont X" —1=X"—-1, X" —-1=X"—-1,..., X" —1 (lepgcd), X" +1 —1=0.

I1.6.4 Si A et B ne sont pas étrangers, on peut écrire A = AA;, B = AB; avec degA > 1,
donc deg A; < n—1etdegBy < p— 1.11suffit alors de prendre P := By et QQ := —A;.
Si A et B sont étrangers, de la relation AP+ B@Q = 0, ontire A | BQ, donc, par hypothése et
d’apres le lemme de GauB, A | Q. Comme deg ) < deg A, celaentraine QQ = 0, puis AP =0
et (par intégrité) P = 0.
Ecrivons P = Mg+ M X + -+ X1 XP et Q = po + 11X + - + pp1 X" 1. La
relation AP + B@Q = 0 équivaut a :

MNA+F N (XA) + -+ At (XPA) + poB + i (XB) 4+ -+ + pn—1 (X" 'B) = 0,

ce qui est la relation linéaire voulue (en rectifiant le ¢ de I’énoncé, qui est en fait n); et I’on
a (Ao, Alye s Ap—1, 0y 1, - -+, n—1) # O si, et seulement si, P et () ne sont pas tous deux
nuls.

La matrice de la famille (4, XA, ..., XP"1A, B, XB,..., X971 B) dans la base canonique
de K, 4p—1[X] est la matrice S(A,B), et il découle du cours d’algebre linéaire qu’elle est
inversible si, et seulement si, cette famille est libre, ¢’est-a-dire si A et B sont premiers entre
eux.

Remarque. La matrice S(A,B) est également celle de 1’application li-
néaire (P,Q) — AP + BQ de K,_1[X]| x K,_1[X] dans K,+,_1[X], I'espace but
étant muni de la base canonique et 1’espace source étant muni de la base obtenue a partir
des bases canoniques, i.e. ((1,0),...,(X?7%,0),(0,1),...,(0,X""1)).

I1.6.5 Suivant les indications, on écrit x = P avec p € 7Z,q € N et pA\qg = 1. La rela-
q

tion P(x) = 0 entraine (en chassant les dénominateurs) p"™ + @, _1p" 'q+ -+ + a,q* =0,
d’ott ¢ | p". Comme p A g = 1, I’application répétée du lemme de GauB permet de déduire
que ¢ =1,donc z € Z.

Les nombres donnés sont respectivement racines des polyndmes unitaires et a coefficients en-
tiers X2 —2, X2 -3 et (X?2—-5)2—-24.Si /2, /3 ou /2++/3 étaient rationnels, ils seraient
donc entiers. Or, les calculs approchés /2 ~ 1,414, v/3 ~ 1,732 et v/2 + /3 ~ 3,146 dé-

montrent que 1 < V2<2,1<vV3<2et3<vV2++V3<4:cene sont donc pas des
entiers.

I.6.6 (i) Si P € Q[X], il est évident que P(Z) C Q. Soit réciproquement P € C[X] tel
que P(Z) C Q, et notons n := degP et Lg,..., L, les polyndmes d’interpolation de
Lagrange aux points 0,1,...,n : il est clair, d’apres les formules données dans le cours,

que Lo, ..., L, € Q[X].Comme P = Y P(i)L;,onabien P € Q[X].
i=0
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o
q'(p — q)!
coefficients binomiaux, a priori définis pour 0 < g < p. Le lecteur prouvera sans peine les
(utiles) égalités suivantes :

(ii) Notons (f) (k) 1a valeur du polyndme de Newton (5) en k et (5) = les

X (s) sik > n,
VnGN,VkGZ,<n>(k) 0si0<k<mn,
(=) (T*t ) sik < 0.

. N X N .
Ainsi, chaque polyndme de Newton <n) prend sur Z des valeurs entieres. Avec les notations

de I’énoncé, si les a,, € Z, on a donc bien P(Z) C Z.
Supposons réciproquement que P(Z) C Z. On calcule d’abord P(0) = a9 € Z :

le polyndme P; = > a, <)n() envoie donc également Z dans Z. On calcule

nz=1

alors P(1) = a1 € Z : le polyndéme P; := Y ay (f) envoie donc également Z dans Z.
n>2

Itérant ce procédé€, on trouve que tous les aj sont entiers.

I1.6.7 Si C désigne le vecteur colonne des coefficients d’un polynéme P de K, _1[X], c’est-

a-dire le vecteur colonne de ses coordonnées dans la base canonique de K,_1[X], on
P(z1) Lj(z1)

a AC = : . La j®™e colonne de AB est donc : , qui est le j¢"€ vec-
P(x,) Li(zy)

teur de la base canonique de K™. On a donc bien AB = I,,.

I1.6.8 Le polyndme > P(x;)L; estde degré inférieur ou égal a n — 1 et prend les mémes valeurs

=1

que Penzy,...,z,.SidegP<n—1,onadonc P= > P(x;)L;.
i=1

Si deg P < n — 2, on voit que le terme de degré n — 1 de Y P(x;)L; est nul. Comme le
i=1
1 n o P(z;
coefficient de degré n — 1 de L; est ———, on abien > (i)
w' () =1 w'(z:)
Le méme raisonnement appliqué 3 X"~ ! (identification des coefficients de degré n — 1) donne
n Tl_l
Iégalité : > —* =1.
i=1 w'(z:)
Le lecteur est invité a vérifier ces égalités lorsque w = (X — a)(X — b) et
lorsque w := (X —a)(X —b)(X — ¢).

=0.

IL6.9 Les racines de X2 —2X cosf + 1 = (X — cosf)? + sin® 6 sont e et e71¢. Si § # 0

(mod ), elles sont distinctes, et, pour qu’un polynéme P soit multiple de X% —2X cosf+1,
il faut, et il suffit, que P(e'’) = P(e~'%) = 0. Pour un polyndme & coefficients réels, il suffit
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méme de vérifier que P(el?) = 0 (puisque e’ est le conjugué de ¢'?). Appliquons ce critere

a X"sinf — X sinné + sin(n — 1)6, qui est un polynéme a coefficients réels :
e sinf — el sinnf + sin(n — 1)f = (cosnBsind — cos O sinnb + sin(n — 1))
+i(sinnfsin @ — sinfsinnd) = 0,
en vertu de la formule sin(a — b) = sina cosb — cosasinb, appliquéed a = nf et b= 6.
Si 0 # 0 (mod =), les deux racines sont confondues et le critere précédent n’est plus cor-

rect : il faudrait en principe utiliser la condition P(e!’) = P’(e?) = 0. En fait, dans ce
cas, sinf = sinnf = sin(n — 1)0 =0 et X" sinf — X sinnb + sin(n — 1) est nul.

I1.6.10 Comme p est premier, les (5 ) sont multiples de p pour 1 < n < p—1.0na
donc (X +1)? = XP + 1 dans K[X],d ou:

A(XP—X)=((X+1) - (X+1)) - (XP—X)=0.

Par ailleurs, si P = Y ;X un calcul direct permettrait de prouver que I’on ne

peut avoir A;(P) = XP~!. Voici une méthode plus amusante. De maniére générale,
si Aj(P)=Q,ona:

> Q) =Y (P(i+1) - P(i)) = P(p) — P(0) =0,
1=0 1=0

p—1 p—1 p—1
dQi)y=> "= 1=p-1=-1,
=0 1=0 1=1

puisque les éléments non nuls de Z/pZ vérifient 2P~ = 1.
On ne peut donc avoir A (P) = XP~1,

I.6.11 1l faur légérement rectifier ['exposant de cd(A); la formule correcte
est: (cd(A))kB = QA+ R, on k:=max(0,deg B—deg A+ 1).
Ecrivons A = aX" + --- et B = bX? 4 --- (les points désignent des termes de degrés
inférieurs). Si p < n, on peut prendre ) := 0 et R := B. Sinon, on fait une récurrence
sur p—n.Si p—n = 0, on voit que deg(aB —b,A) < n,etl’onpeutprendre k :=1, Q :=b
et R:=aB—bA.Sip—n >1,onvoit de méme que deg(aB — bXP "A) < p, et I'on peut
appliquer I’hypothése de récurrence & By := aB — bXP~"A. Onécrit a?""B; = Q1A+ Ry,
avec deg Ry < n, et on en déduit a? "B = QA+ R, avec Q = a? "bXP™" + @
et R:=R;.
Si cd(A) est inversible, on a bien sir B = (cd(4)) *Q + (cd(A))_kR, qui répond
aux conditions. Si ’on avait deux telles écritures B = Q1A + Ry = Q2A + Ry, on au-
rait deg A(Q1 — Q2) < deg A ; mais, si Q1 — Q2 # 0, le coefficient dominant de A(Q1 — Q=)
est cd(A) cd(Q1 — Q2), car cd(A) n’est pas un diviseur de 0, le degré de A(Q1 — Q2) est
au moins celui de A ; on a donc nécessairement ()1 = Q2 puis R; = Ry, d’ol 'unicité.
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I1.6.12 De I'égalité (X + P)" — X™ = P Y ()P~ X", on tire, par combinaison linéaire,
i=1

que P(X+P)—P(X) estunmultiplede P = P(X),doncque P | P(X+P).SidegP > 2,
alors deg P(X + P) = (deg P)? > deg P, et P(X + P) ne peut donc étre irréductible.
Si P=aX+b, P(X+ P)=ala+1)X + (ab+ b), qui est constant (et donc n’est pas
irréductible) si a € {0,—1}. Ainsi, P(X + P) est irréductible si, et seulement si, P est de
degré 1 et de coefficient dominant différentde —1.

I1.6.13 Dans I’exercice sur les quaternions (module II.5), nous avons calculé la norme algé-
brique 2% ; il résulte de ce calcul que, si z := bi + cj + dk, alors 22 = —(b% + ¢ + d?).
Tous les bi + cj + dk tels que b? + c? + d2 = —1 sont donc racines du polyndéme X2 + 1.
Le calcul des produits ij, etc, montre que G := {+1, +i, ], £k} est un sous-groupe d’ordre 8
du groupe multiplicatif H*. Mais ses éléments autres que 1 sont d’ordre 2 (pour —1) ou 4
(pour =i, +j, +k); aucun n’est donc générateur, et G n’est pas cyclique. En fait, G n’est
méme pas commutatif, puisque ij # ji.

I1.6.14 (i) Rappelons que, le groupe K* ayant ¢ — 1 éléments, chaque élément a de ce groupe vé-
rifie a9~! = 1. Le polyndme unitaire X9~ —1, qui est de degré ¢—1, admet donc les g—1 élé-
ments de K* comme racines; il n’a donc pas d’autres racines, toutes ses racines sont simples,

et 'on a la factorisation : X97! —1 = [] (X — a). C’est (avec les notations du cours) le
acK*

polyndme w correspondant aux ¢ — 1 points a € K*. Indexons par K* les polyndmes d’in-
m. On a w’ = (Q* 1)X¢I*2 = 7X¢I*2
car ¢ = 0 dans K (premier argument: ¢ est une puissance non triviale, donc un multiple, de p,
caractéristique du corps K ; deuxieme argument : I’élément 1 du groupe additif K a un ordre
qui divise le cardinal ¢ de ce groupe). Pour a € K*,ona a?"! = 1, donc w'(a) = —a™!.
Enfin, de I’identité remarquable

terpolation de Lagrange : on adonc L, =

X0t ol=X"" et = (X —a) Y X/
i+j=q—2

et de I’égalité a9 2Ja~1~7, on tire :

q—2 q—2
. w . _iq P o .
L= gy~ 00 X =) aX
=0 =0

(ii) Si, dans Dégalit¢ X9°' — 1 = [[ (X — a), on remplace X par 0, on
acK*
trouve —1 = (—1)?9"! [] a,donc (—=1)? = T[] a. Appliquant cela au corps Z/pZ, on
acK* acK*
obtient la congruence (p — 1)! = (—1)? (mod p), qui est celle de ’énoncé lorsque p est

impair; lorsque p =2, ona —1 = 1 et la conclusion demeure.

I1.6.15 (i) Il s’agit simplement de conditionner par la valeur de Dy, : 1a probabilité que D1 = m

sachant que Dy, = a estnulle si a & {m, m — 1} ; si a = m, elle vaut — (choix d’un entier
n
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—(m-1)

de [1,n] parmiles m valeurs déja tirées) ; si a = m — 1, elle vaut
n

entier de [1,n] parmiles n— (m — 1) valeurs pas encore tirées). Pour m = 0, la formule reste
valable avec un raisonnement direct, sachant que P(Dy, = —1) = 0 quel que soit & > 0. La
formule reste d’ailleurs également valable pour m > n,avec la remarque que P(Dy, = m) =0
quel que soit k£ > 0.

(i) Ona Py(1) = > P(Dr =m) =1 (tous les cas possibles) et

m=0

(choix d’un

Pl=Y mPDy=m)X""" dou  Pl)= > mP(Dy=m)
m=1

m=1

qui est bien I’espérance de la variable aléatoire Dy .
(iii) Comme Dy et D; valent respectivement O et 1 avec probabilit¢ 1, on

aPy=1X"+ Y 0X"=1let P =1X'+ Y 0X™=X.

m>1 m##0
Dans le calcul qui suit, on notera, pour simplifier, pg n, = P(Dy = m). Remarquons par
ailleurs que 1’on peut écrire P, = > pp.»X"™ puisque les py_ ., sont nuls dés que m > n.
m2=0

m m n—m+1 m
Pop1= Y peramX" =) (gpk,m + Tpk,m—l) X

m2=20 m2=20
:lZmpk XerlZ(nferl)p xm
n ,m n k,m—1
m =0 m=0
1 1
= E Z mpk,me + Z pk.,mlem - E Z (m - 1)pk.,mlem
m =0 m=0 m=0

1 1
=—XP,+XP,— —X*P,
n n

X - X2
=XP, + ——P,.
n

(iv) il est clair que P est linéaire de K,,[X] dans K,,4+1[X], car, si deg P = k < n, chacun
X — X2
des polyndmes X P et ———— P’ estde degré k +1 < n+ 1. Mais ®(X™) = X", et'on
n

voit que, si deg P < n, alors deg ®(P) < n : ¢’est donc un endomorphisme de K,,[X].

Notons Qi := X’“(l — X)"_k ; on sait que les Qx forment une base (famille a valua-
tions échelonnées). Pour calculer ®(Q%), le moins fatigant est d’utiliser la dérivée logarith-
Q. k n—k
Q. X X-1
diagonalisé I’endomorphisme .

mique : , d’ot I’on tire immédiatement : ®(Qx) = —Qp. On a donc
n

Du développement du bindme de 1" = (X +(1—X))", on tire I'égalité 1 = > (?)Qj.De la
7=0

N
question précédente, on déduit que P, = ®*(Py), donc P, = 5 (l) (?) Q; . Comme Q,
7=0 \ "
est exactement divisible par (1 — X )"/, on voit que Px(1) = Q,(1) = 1 (qui n’est qu’une
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vérification), et :

=3 () (e =aum -n (") = (1 <”n1)>

J=0

qui tend vers n en croissant strictement, comme on pouvait s’y attendre.

Remarque. Ce probleme est appelé « probléme (direct) du collectionneur de coupons »
, mais on considére comme plus intéressant pratiquement le « probléme inverse » : a com-
bien de tirages doit-on s’attendre avant d’avoir constitué une collection complete ?

IL6.16 Soit u := e*™/™ d’olt p, = {u®,u',...,u""1}. Alors:

n—1
w:i= H (X —2) = I_I(X—uk):X"—l7
TEUn k=0

et w' =nX""1, d’ob W (u*) = nu~". Enfin:

n—1
w .
Ly= o = — —ik xk,
i (X —uF)w'(uF)  n jz:; “

Les calculs ressemblent a ceux de I’exercice 11.6.14 de la page 325.

I1.6.17 Les racines du polyndme (X + 1)" — e?"? sont les

AOFhT/n) _ 1 = 91! OHFT/M) sin(9 + kn/n) pour ke [0,n —1].

Leur produit est (—1)"(1 — e%"%), d’ot :
n—1 i ..
) (=DM =P (—1)"(—2isinnd) 1
H sin(f + km/n) = (2ieif)neim(n—1)/2 B (2i)nin—1 ~ on—1 sin nf.

k=0
En remplagant 6 par 6 4+ 7 /2, on trouve :

—1)k
( )sinnesin:2k,

n—1

1 —
Hcos(@—i—knr/n) = o1 sinn(f +7/2) = (_1)1k
k=0 1 cosnf sin =2k + 1.

p—1
X 1 = (X2 - 1) [[ (X? — 2X coskn/p + 1).
k=1

Pour X =e'?, ona X2 —2X coskn/p+ 1 = 2¢%(cos§ — cos kn/p), d’ ot :

I1.6.18 On part de la factorisation :

S p—1
SPY _ gp-1 H(COSH — coskm/p).
k=1

sin 6

On reconnait I’expression factorisée de U,_1(cos9).
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I1.6.19 (i) En intégrant les inégalités cost < 1 < 1+ tan®t sur [0, 2] (pour tout 2 > 0), on
trouve sinz < x < tanx. Par ailleurs :

2 2 .2
cos” cos”x +sin“w 1
cotan’x + 1 = —— +1= — =—
sin® sin” x sin” x
cos(m —x) —cosx
cotan(m — x) = — = — = —cotanx.
sin(m — x) sin x
(ii)) La formule donnée a été démontrée lors de I’étude de la cyclotomie. Si n = 2p,
en exploitant les égalités cotan(m — x) = —cotanxz et cotanw/2 = 0, on en
. 4 km n—1)(n—2 . L
tire : > cotan? — = % De I’encadrement sinz < z < tanz appliqué
k=1 n
2
n
en x = kn/n, on tire cotan? km/n < ERCIS 1 + cotan? k7 /n, puis :
—1)(n—2 2&1 —1)(n—2
(== rn L 0 (1))
6 2 k2 "2 6 ’

d’ou

. too 1 2
Lorsque p — +0o0, on obtient la formule, due a Euler : 72 = i
k=1

I1.6.20 Suivant I’exercice I1.5.6 de la page 276, on résout d’abord 1’équation caractéristique asso-
ciée: X2 —2xX +1=0.Selonle signe de 22 — 1, on trouve les cas suivants :

1. Si|z| < 1,notons z = cosf.L'espace vectoriel E des suites solutions de la récurrence
admet pour base (cosn8), >0, (sinnd),>o. Par identification des deux premiers termes,

on trouve les coefficients nécessaires et : t,, = cosnf, u, = w , ce qui était
prévisible d’apres I’étude des polyndmes de Tchebychef. o

2. Si x = 1, I'espace vectoriel E admet pour base ((1)"), .. (n(1)"), 5, Cela
donne t,, =1, u, =n+ 1.

3. Sia = —1, I'espace vectoriel £ admet pour base ((—1)") -, (n(=1)"), ., Cela

donne t, = (=1)", u,, = (n+ 1)(—=1)".

4. Si|z| > 1, ’espace vectoriel E admet pour base :

((z+ Va2 — 1)")71207 (z — Va2 - D"), <o

On trouve facilement
(x+ V22 —1)" + (2 — Va2 - 1)"
B) )
(z + V22 — 1)+ — (z — Va2 — 1) F!
(x+ V22 —1) — (z — Va2 - 1) .

t, =

Up =
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En fait, avec un peu de trigonométrie hyperbolique, on peut rapprocher ce cas du premier.
el +e? , el +e7t .

Rappelons que cosht = — et sinht = — Si z = cosht,avec t > 0, le

sinh(n + 1)t

lecteur vérifiera que t,, = coshnt, u, = -
sinh ¢

I1.6.21 Sil’on applique le polyndme 712 + (1 — X?)U2_, —1 en cosf, 6 ¢ wZ, compte tenu des
sinnd
sinf ’
Ce polyndme ayant une infinité de racines, il est nul.
On démontre de méme les relations : T, 1 = XT,, + (X2 - 1)U, _1 et U, =T, + XU, _1.

on trouve cosnf + sin>nd — 1 = 0.

égalités T, (cos ) = cosnf et U,_1(cosf) =

En effet, par la substitution X = cosf, elles se rameénent respectivement aux for-
i 1)0 innd
mules cos(n + 1)§ = cosnfcosf — sinnfsinf et w = cosnf + Sl?n cos
sinf sin
e v (Tas1) _ (X X?-1 T, N ol )
(formules d’addition). On en déduit : ( U, ) = (1 ¥ U, . , d’ou, en itérant :
T (X X2-1\"(/TW\ (X X?-1\"/X
U, ) \1 X Uy)  \1 X 1)
I1.6.22 Onécrit P = Y h X!, dot Q = > o X (1 + X)" ! € K,[X].
1=0 1=0
. X X
Sil’on remplace X par [y - ontrouve P=(1-X)"Q T—x)€ K, [X] par un calcul

similaire.
: [ & k n—k n X ’ 7 n—i
SiP=X"= > apX"(1-X)" ", onadonc Q@ =(1+X)" | —= | =X'(1+X)",
k=0 1+X
donc ay, est le coefficient de X* dans Xi(l + X)"’i, quiestnulsi kK < i ou k > n, et

vaut (Z:i) sii<k<n.

I1.6.23 Définissons les suites de polyndmes (Ap)nen, (Bn)nen par les rela-
tions Ag =0, By = 1,et,pourtout n € N, A1 = A, + XB,, et B,41 = B, — XA,.
Alors By +i4p = 1 et Bpy1 + i4p41 = (1 4+ iX)(B,, + i4,) (calcul facile). On a

n [n/2]
donc bien B, +i4, = (1 +iX)" = > (})i*X*, donc B, = > (5;)(-1)FX?
k=0 k=0
[(n—1)/2]
et A = > (55h)(=DFX?* ou |x] désigne la partie entiere de x. Cela implique

en particulier que A, n’est pas le polyndme nul, et I’on voit que les fractions ration-
A, Gp+ X
nelles G,, := —— vérifient les relations G := 0 et, pour tout n € N, GG =
"7 B, 0 P " T TOXG,
on a donc G,, = F,, pour tout n € N ; on voit du méme coup que les F,, sont tous bien
définis.
Soit § €] — /2, 7/2[. Alors :

einG

B, +iA,)(tanf) = (1 +itanf)™ = ,
(B, +1A4,,)(tan ) = (1 + itan6) p—
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0 innd
d’ott Bp(tanf) = CORTT o Ap(tan) = S Si cosnd # 0, on a
cos™ 0 cos™ 0

donc F,,(tan @) = tannd ; par 7-périodicité de la fonction tan, cela reste vrai pour tout 6 tel
que cos @, cosnf # 0.

Des formules donnant B, (tand) et A,(tanf), on déduit que les zéros de F, sont
les tan km/n et ses poles les tan(2k + 1)7/2n. On peut imposer & & de varier dans un inter-
valle (d’entiers) de longueur n ; il faut de plus exclure les valeurs +7/2 des arguments de tan.
Le lecteur vérifiera (discussion selon la parité de n) que le nombre de zéros de F), (resp. son
nombre de poles) est égal au degré de B,, (resp. de A,,).

X +5b
I1.6.24 On a a priori (c¢,d) # (0,0), sans quoi 1’écriture ol + n’aurait aucun sens. L’éga-

cX +d
X +b
lité aX id = A, A € K équivaut a (a,b) = A(e,d) ; existence d’un tel A équivaut donc,
C
d’apres le cours d’algebre linéaire, a ad — be = 0.
! /
Notons A := (Z Z) € GLy(K) et A := <CCL, Z,) € GLy(K). Alors :
,aX +b b
HooH s — X +d T _d(@X +b)+b(cX+d)  (datbc)X + (a'b+b'd) I
ATHAT TAX + b T d@X D) +d (X +d) (datdoX + (b+dd) P
c +d
cX +d
! / i /
on B (Z/Zigg 2’512’2) . On reconnait que B = A'A, d’ou I'éga-
1X+0
. / _ . . _ _x
lit¢ Har 0o Hqg = Hp 4. Parailleurs, Hy, X 1

On en déduit que la loi o est interne sur ’ensemble des homographies et que A — H 4 est
un morphisme, par définition surjectif, de GL2(K) sur cet ensemble muni de cette loi. Il est
alors clair que les homographies forment un groupe pour la composition, dont H;, = X est
I’élément neutre et tel que I'inverse de H 4 est H 1.

La matrice H4 appartient au noyau si, et seulement si, H4 = X . Avec les notations ci-

X+0b
dessus, cela équivaut a aX —td = X, c’est-a-dire a cX? + (d—a)X + b = 0, ou encore
c
ac=b=d—a=0,ie aA=aly(eta#0,puisque A € GLy(K)). Le noyau est

donc K*15.

1
I1.6.25 Rappelons que, si P := [] (X — a), alors la décomposition en éléments simples de B
acA
est:

1 3 11
P aeAP’(a)X—a'
7 2k —1
De la factorisation T;, = 2"~ ! ] (X — cos (27)#) , et de I'égalité T, = nU,_1, on
k=1 n
tire :
2k —)m
-1 k—1 o3 (
)1 sin o
2k —1)m
2n

1 1.
T

k=1 X — cos
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en effet :
. (2k—-D)r
% — 1 sin ——— _1)k-1
U, cos . )™\ _ 2 (=1
2n . (2k—1)m . (2k=D)m
Sin Sin
2n 2n
On trouve de méme :
1 1 1 1 j
Xn—1 Z nj" 11X —j n Z X —j
J€un J€un
et:
1 1 1 1
Xi—X > qaqfllefa__Z X-—a
aceK acK
I.6.26 FEcrivons B = (X — a)C, o C(a) = B'(a) # 0. Alors 4 _ S D
h B ’ B ‘ B  X-a C°
ol r est le résidu recherché. Appliquant I'égalit¢ A = rC + (X — a)D en «, on

trouve r = M = A(a)

Cla)  B'(a)

, comme désiré.

I1.6.27 11 s’agit, bien siir, de décomposer la fraction rationnelle

1
1 X+p

(sinon, la ques-

X +
tion n’aurait aucun sens), et d’étudier la somme de la série (
n20

. ) (sinon, il
n+p

n’y aurait pas convergence).

1 a1 ap
X+1 X+p X+1 X+p
(71)1'71

(i —Dlp—d)

1 1 N
Zn—i—l.”n—kp 2(2_11@ g Zz—l' )(HN+1*HF1)

p
n=0 i=1 i=1
p

—1)i-1 S )

On écrit on multiplie par X + 4 et I’on évalue

en —i, ce qui donne a; = . On calcule ensuite les sommes partielles :

(3 o Nyt
= <Z m) (1ogN +'Y) - Z mHz_l + 0(1)_

i=1 i=1
Comme p > 2, on sait a priori que la série converge; pour cela, il est nécessaire que I’en-

P A Gl O S
o S T

somme de la série est donc le rationnel :

fpi . 7_71]071 P=1\, i
;(i—u!(p—i)!HH*(p_l); 0( j )( 1) H;.

j=

soit nul, sans quoi I’expression ci-dessus aurait une limite infinie. La

En fait, Z e —
=1 (i —Dlp—i)!
puisque p — 1 > 1.

(p — D!I(1 — 1)P~! (formule du bindme) est bien nul,
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I1.6.28 Par parité et 27 -périodicité de la fonction cos, on peut supposer que 6 € [0, 7].

1
Si 8 = 0, la fraction est (}(71)2 qui est déja décomposée, et dont on connait la déri-
5 HI(=1)™ 1
vée n :c’est M Si § = m, la fraction est ————, qui est déja décompo-
e ((X 1)n+2 (X +1)2
(n+ DI(-1)"

sée, et dont on connait la dérivée n¢"¢ : c’est ~———2 2
’ (X +1)n+2

Si 6 €]0, «[, la fraction est :

1 1 1 1
(X —eif)(X —e-i0)  2ising \ X —el X —e-if )’

dont la dérivée n €€ est :

(=)t 1 1
2isinf \ (X —elf)ntl (X — e-if)ntl

11.6.29 On factorise le numérateur avec les « racines inverses » , car cela facilite le calcul des dé-

n
veloppements limités. En effet, ona : = Y rmX™ (mod X"*!). Ici, cela donne :
m=0

1—rX
(I-X)1-X*)=1-XP1+X)1+X+X*)=1-X)?1+X)1-jX)(1-kX),

ol j := es™/3 et k := ¢~ 27/3 La décomposition en éléments simples est alors :

1 _a n b n c n d n e
1-X2)1-X3) 1-X (1-X)2 1+X 1—-jX 1-kX’
N . . 1 1 1 1—-k
ou, par application des méthodes du cours, on trouve : a = 1 b = 5’ c = 1 d = 9

1—3 . . .
ete= Tj . Le développement limité a I’ordre n de notre fraction rationnelle est donc :

1
(1-X2)(1-X3)

= i (a+b(m+1)+c(—1)"+di"™ +ek™) (mod X"1).

m=0

n
Par ailleurs, des développements limités suivants : = Y X% (mod X?2"*1)
p=0

1—X2
1 n
et T3 = 37 X349 (mod X3"*1), on déduit que, pour n > m, le coefficient du terme de
_ =
1
degré m dans le développement limité a I’ordre n de est le nombre u,,

1-X?)(1-x7)

des couples (p,q) € N x N tels que 2p + 3¢ = m. Ce calcul utilise la régle sur les développe-
ments limités d’un produit de deux fonctions rationnelles.

Par unicité du développement limité, on en déduit la formule :

1 1 1 1—-k 1—3
U, = card {(p,q) € NxN | 2p+3¢=m} = Z—l—g(m—l—l)—i—z(—l)m—i—ij—i—Tjkzm.
II.6.30 On a, par hypothese, degFj = degPy. Si degk), = deg P, ,
1 1
alors deg = deg P, < 0, donc deg <Pn+1 + F_> =deg P41.
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L’égalité des degrés est donc démontrée par récurrence. Il en découle en particulier qu’au-
cun F}, ne s’annule et que la relation de récurrence est bien définie.
Supposons les A, et les B, définis comme dans I’énoncé (initialisation et récurrence).
On a Ay = AgP, + 1, donc degA; > degAp; puis, si degA, > degA,_1,
alors deg A,+1 = deg(A,Put1 + An—1) > deg A,,. La suite des deg A,, est donc stric-
tement croissante, et les A,, ne s’annulent pas, donc les B,, = A,,+1 non plus. On peut donc
A . . 1
poser G, := B—" Il est alors immédiat que Gy = Py et que Gpy1 := Pog1 + e Comme
n n
la suite des G, et la suite des A,, ont méme initialisation et méme relation de récurrence, elles

. A .
sont égales : on a donc bien F,, = G,, = B—" pour tout entier n.
n

Des relations A, 11 = A,Pny1 + B, et Byy1 = A,, on déduit sans peine 1’égalité des
pged: A,1 A Bpy1 = A, A By, dong, par récurrence, A, A B, = A; A By = ‘. La fraction

. A . .
rationnelle == est donc irréductible.
n

N

A
11.6.31 Supposons d’abord F' # 0 et écrivons F' = 5 ou:

A:aoX"+~~~+an, B:boXp++bp et ao,b07é0.
On a donc deg F' = n — p. D’autre part :

1 ap+ -+ a, X"
Fl=|=Xr"——"——010— b 0
<X> b0+...+prp,aveca0,o7é )

etl’ordrede F'(1/X) en 0 est p—n = —deg F' (et non deg F' comme I’affirme I’énoncé par
erreur). Si F' = 0, le degré est —oo et I’ordre +o0 : la relation est encore valable.

, A
11.6.32 Ecrivons Fy = A_O (forme irréductible). Si I’on a, pour n > 1 quelconque, une telle écri-
1

n—1

ture F,,_1 = , et si Fj,_1 n’est pas un polyndme, alors la partie entiere de F),_; est le

n
quotient ,,—1 de la division euclidienne : A,,_1 = Q,_14, + R,.Onaalors F, = R—", et
mn
I’on peut poser A,+1 := R, . De plus, le pgedde A, et A, estceluide A,,_; etde A,,
donc, par récurrence, ils sont premiers entre eux. Finalement, on a bien des écritures irréduc-

. A .
tibles F,, = ——, ou les A,, sont définis comme dans 1’énoncé.
n+1
Mais ces A,, sont les termes qui apparaissent au cours d’une exécution de 1’algorithme d’Eu-

clide appliqué a Ag, A; : la suite est donc finie.

I1.6.33  On a vu dans le cours que K(X) = K[X]® K_1(X). Soit F' = G + H une telle dé-
composition : il s’agit de voir que F' € K,,(X) < G € K,,(X). Il suffit, pour cela, d’observer
que, si deg(F — G) < —letsi n >0, alors deg FF < n < degG < n.
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Module 11.7 : Espaces vectoriels de dimension finie

II.7.1 Soient V := E x {0} et W := {0} x F. Ce sont deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de E x F'. En effet, leur intersection est réduite a {0}, et tout (z,y) € E x F
s’écrit : (z,y) = (z,0) + (0,y), donc appartienta V + W, de sorte que V + W = E x F.
Lapplication = — (x,0) est un isomorphisme de E sur V', donc V est de dimension fi-
nie et dim(V) = dim(F). De méme W est de dimension finie et dim(W) = dim(F’). Le
théoreme 12 de la page 335 montre alors que I x ' est de dimension finie, a savoir :

dim(E x F) = dim(V) + dim(W) = dim(E) + dim(F).

Cela donne une autre preuve de la proposition 13 de la page 336.

I1.7.2 Puisque u est surjective, i.e. u(E') = E,ona:

Imf = f(E) = f(u(E) = Im(f ou).
Par ailleurs, v est injective, elle induit donc un isomorphisme de F' sur Im v = v(F’). Pour tout
sous-espace vectoriel F; de F', la restriction dudit isomorphisme & F est un isomorphisme
de Fy sur v(Fy). Soit en particulier F} := Im f. Nous avons donc un isomorphisme de Im f
sur le sous-espace vectoriel de F’ suivant :

v(Im f) = v(Im(fou)) = v (f(w(E))) = Im(vo fou).
Ainsi les images de f etde vo fou sontisomorphes. La conclusion résulte alors du théoréme 6
de la page 332.

IL7.3 Légalité fo f = 0, c’est-a-dire f(f(z)) = 0 pour tout z € E, est équivalente a I'in-
clusion Im f C Ker f. Soient p, g les dimensions respectives de Im f et Ker f. L'inclusion
précédente implique p < ¢. D’un autre coté, le théoréme du rang donne I’égalité p 4+ ¢ = n.
Ainsi p < n—p, soit p < n/2. Enfin p est, par définition, le rang de f, donc rang(f) < n/2.

I1.7.4 1) L’image de g o f, & savoir g(f(E)) , est contenue dans g(F) = Im g. Comme g est
de rang fini, i.e. Im g est de dimension finie, I’image de g o f est de dimension finie au plus
égale 2 dim(Im ¢g) = rang(g). Ainsi g o f est de rang fini, et rang(g o f) < rang(g).

N

La restriction de g a Imf est une application linéaire surjective de Im f
sur g(Im f) = Im(g o f). Mais Im f est de dimension finie, donc le théoréme du rang montre

que Im(g o f) est de dimension finie et donne I'inégalité dim(Im(g o f)) < dim(Im f).
Autrement dit, g o f est de rang fini (nous le savions), et rang(g o f) < rang(f).

2) Soit donc u la restriction de g & Im f. Nous avons vu que Imu = Im(g o f). Par ailleurs,
il est clair que Keru = Kerg N Im f. Comme Im f est de dimension finie, nous pouvons
appliquer le théoréme durang a u :

rang(go f) = dim(Imwu) = dim(Im f) — dim(Kerg N Im f).

Comme Kerg N Im f C Kerg, ona dim(Kerg N Im f) < dim(Ker g), d’ob, en appliquant
le théoréme durang a g :

rang(go f) > dim(Im f) — dim(Kerg) = dim(Im f) + dim(Im g) — dim(F),
soit rang(g o f) > rang(f) + rang(g) — n, comme désiré.
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Revenons 2 1’exercice précédent. Ici F:= E, G:=FEetg:= f.Lerangde go f = f2 =0
est nul. Ce que nous venons de prouver donne I'inégalité 2rang(f) < n, i.e. nous retrouvons
la conclusion obtenue ci-dessus.

IL7.5 1) Soit k € N. Légalité f**' = f o f* implique I'inclusion Vi C Vjy1, d’ou
dr < dp+1. La suite (dg)r>o est donc croissante. Comme les dj, sont des entiers majorés
par n := dim(F), cette suite est stationnaire. L’argument utilisé ici est que toute partie non
vide et majorée de N est finie et possede un plus grand élément.

2) Soient donc H un supplémentaire de Vjy; dans Viio et w : H — FE la restriction
de faH.Size H, ff*?(z) = 0, soit f*!(u(x)) = 0, autrement dit u(z) € Viyq.
De plus u est (linéaire) injective. Soit en effet © € Keru : @ € H et f(z) = 0. Alors
x€Kerf=V; CViy1,donc z € HN Vg = {0}.

Ce qui préceéde montre que v est un isomorphisme de [ sur un sous-espace vectoriel de Vj 1 .
Montrons maintenant que u(H) NV, = {0}. Soit © € H tel que f(z) = u(x) € V.
Alors f*(f(x)) = 0, soit # € Viy1. La encore z € H N Vjqq, donc = = 0.
Puisque u(H) + Vj; C Vj41, le théoréme 16 de la page 337 donne :

dim(u(H)) +dim(V;) = dim(u(H) + V) < dim(Vig1) = dit1,

d’ov dim(H) = dim(u(H)) < dgg1 — di. Or le théordme 12 de la page 335 montre
que dim(H) + dg+1 = diyo, et ainsi dyyo — diy1 < dry1 — dg, ce qui montre que la
suite (dp+1 — di)r>0 est décroissante.

I1.7.6 Supposons que f soit de rang 1. Alors D := Im f est une droite. Soit b un vecteur
non nul de D. Pour tout x € E, f(x) € D, ie. il existe un unique scalaire a(x) tel
que f(z) =a(z)-b.Six,y€ E,ona:

az+y)-b = fle+y) = fl@)+fly) = a(z)-b+aly)-b = [alz) +aly)] b,

ce qui montre que a(z + y) = a(z) + a(y). On montre de méme que (A z) = Aa(z) pour
tous x € F et A € K, donc « est une forme linéaire, évidemment non nulle, sur .
Supposons inversement qu’il existe un vecteur non nul b € F' et une forme linéaire non nulle
a sur E tels que f(x) = a(z)-b pourtout x € E.Onad’abord Im f = f(F) C Vect(b). En
fait, il existe a € E tel que a(a) # 0, etalors f(a) = a(a)-b,d’ot b = f(a(a)"'a) € f(E).
Ainsi Im f = Vect(b), ce qui montre que f est derang 1.
Soient b, o comme ci-dessus et t € K*. Posant o/ := ta et b’ := t~'b, il est clair qu’on
aencore f(x) = o(x) - b’ pour tout x € E. Inversement, soient b’ € F et o’ une forme
linéaire sur F tels que f(x) = o'(x) - b” pour tout € E. L’argument ci-dessus montre
que Vect(b”) = Im f = Vect(b). Il existe donc t € K* tel que b = t~1b. Pour tout = € F,
il vient :

az)-b = f(z) = " (z)- 0" =t (x)-b, dou ax) =t (x).

Cela étant vrai pour tout x € F, il en résulte que o’ = ta. En résumé, les couples
(b',a') € F x E* ayant la propriété requise sont donnés par o/ = ta et b’ = t~1b, ou t
est un scalaire non nul arbitraire.
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I1.7.7 La preuve du théoréme 42 de la page 198 montre qu’un endomorphisme g de E est une
homothétie si, et seulement si, toute droite est stable par g, ce qui revient a dire que, pour tout
x € E, g(z) estcolinéaire & x. Puisque f n’est pas une homothétie, il existe un vecteur z € E

tel que la famille (x, f(:v)) soit libre. Posons e1 := x et e := f(z). La famille (e, e2) étant
libre, on peut la compléter en une base (e1,es,...,¢e,) de E,etl’onabien f(e1) = es.

I1.7.8 Supposons donc que v € L(FE) soit tel que uov = 0 et u +v € GL(FE). La pre-
miere condition équivaut a I’inclusion Imv C Keru, i.e. u(v(x)) = 0 pourtout x € E.Le
fait que u + v soit inversible signifie, puisque nous sommes en dimension finie, que u + v
est surjectif. Or, si « € E, (u + v)(z) = u(z) + v(z), donc (u + v)(z) € Imu + Imw.
Ainsi E = Im(u+v) C Imu+Imv C E, etparsuite Imu+Imv = E. Mais Imv C Keru,
d’ou a fortiori Imu + Keru = E.
D’apres le théoreme du rang, dim (Im u) + dim (Ker u) = dim(F). La proposition 17 de la
page 337 entraine alors que I est somme directe de Im u et Ker u, comme annoncé.
Supposons inversement que £ soit somme directe de Imu et Keru : £ = Imu ® Keru.
Soit v € L(F) la projection sur Kerw parallelement & Im«. On sait que Imv = Keru

et Kerv = Imwu. La premicre de ces égalités montre que v o v = 0. Il reste
a vérifier que u + v est inversible, c’est-a-dire que Ker(u + v) = {0} (toujours
parce qu’il s’agit d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie). Soit
donc z € Ker(u + v) : v(z) = —u(z). Mais v(z) € Imv = Keru, et —u(z) € Imu,

de sorte que v(x) € KeruNImwu = {0}. Ainsi v(z) = 0. Mais alors v(z) = 0 = —u(x),
donc z € Kerv N Keru = Imu N Keru = {0}, d’ot = 0. Finalement v o v = 0
et u+v € GL(E), donc v répond a la question.

I1.7.9 Supposons que E soit de dimension finie sur R : il existe une partie finie S de E qui
engendre F sur R. Autrement dit, tout vecteur de E est combinaison linéaire, a coefficients
dans R, donc aussi dans C, des éléments de S. Ainsi S engendre a fortiori E sur C, et par
suite F est de dimension finie sur C.

Inversement, supposons que (1, ..., u,) soit une famille génératrice finie de E sur C. Soit
n

x € E.Ilexiste A1,..., A, € C telsque x = ) Aju;. Pour tout j, posons a; := Re ),
j=1

et 8; :==1ImA;. Alors:

Tr = Z(aj +iﬁj)-uj = ZO&jUj-i-Zﬁj(in).
j=1 j=1

j=1

Cela montre que la famille (uq,...,un,%u,...,iu,) engendre E sur R. Ainsi FE est de
dimension finie sur R.

Supposons enfin que E soit de dimension finie n sur C, et soit ici (u1,...,u,) une base
de E sur C. D’apres ce que nous venons de voir, (u1,. .., Uy, tug, .. .,iu,) est une famille
génératrice de E sur R. La dimension de E sur R est donc au plus 2n. En fait cette di-
mension vaut 2n, i.e. (ug,...,Un,iU1,...,lu,) est une base de E sur R. Il suffit de vérifier
que cette famille est libre (sur R). Soit (a1,...,an,B1,...,8,) € R?" une famille telle

© Dunod 2018



106 Tout-en-un pour la licence ¢ Niveau 1

que > ajuj + y. Bi(iuy) = 0. Ainsi Y (a; +46;) - u; = 0. Comme (uq,...,uy,) est
j=1 j=1 j=1

libre sur C, on a, pour tout j, o + ¢8; = 0, c’est-a-dire a; = $; = 0. En résumé, avec des
notations évidentes, nous avons prouvé ceci :

dim]RE = 2dim(c E.

-

I.7.10 Soit z € FE. Il existe Ay,...,\, € L tels que z = Aj - ej. Soit

j=1

j € [1,n]. Puisque (ai,...,a,) engendre le K -espace vectoriel L, il existe une famille
P

(01,5, 0p;) € KP telleque \j = > «; ja;. Alors :
i=1

n n P
Tr = Z)\j €5 = Z <Z oziyjai> €5 = Z Qg g ° (ai . ej).
j=1

j=1 \i=1 (4,9) € [L,p] x[1,n]

Cela montre que, lorsque (¢, j) décrit [1,p] x [1,n], les a;-e; forment une famille génératrice
de & sur K. Un calcul analogue, en prenant = := 0 ci-dessus, montre que cette famille de
est libre sur K . C’est donc une base de E sur K, ce qui montre que la dimensionde E sur K
est pn :

dlmK(E) = dlmK(L) X dlmL(E)

Supposons seulement que E' soit un K -espace vectoriel de dimension finie N . Toute partie
génératrice de E/ sur K est a fortiori une partie génératrice de E sur L, de sorte que £ est
de dimension finie n sur L. Supposons N > 1, et soit u un vecteur non nul de E. Soit
D := Vecty,(u) la droite vectorielle engendrée par w sur L. C’est un sous- L -espace vectoriel,
a fortiori un sous- K -espace vectoriel de £. Comme E est de dimension finie sur K, D est
de dimension finie p sur K. De plus A — X - u est un L-isomorphisme, et a fortiori un K -
isomorphisme, de L sur D. Il en résulte que L est de dimension p sur K . Nous retrouvons les
hypotheses précédentes, et ainsi N = pn. Voici la conclusion obtenue : si E' est de dimension
finie sur K etsi E # {0}, alors d’une part L est de dimension finie sur K, et d’autre part F
est de dimension finie sur L. Bien entendu, si £ = {0}, on ne peut rien dire de la dimension
de L sur K.

I1.7.11 Soit k le plus petit sous-corps de K, au sens de I’inclusion, i.e. I’intersection de tous les
sous-corps de K . D’apres I’exercice 11.2.39 de la page 158, la caractéristique de K est un
nombre premier p, et k est isomorphe & Z/pZ, en particulier k est de cardinal p. Comme
k-espace vectoriel, K est de dimension finie, parce que K lui-mé&me est une partie génératrice
finie de K sur k. Soit donc n la dimension du k-espace vectoriel K. D’abord n > 1, car
0 # 1 dans K, donc K # {0}. Ensuite K est isomorphe, en tant que k-espace vectoriel,
a k™. Tout k-isomorphisme de k™ sur K est en particulier une bijection de k™ sur K. Il en
résulte que le cardinal ¢ de K est égal au cardinal de k™, c’est-a-dire a p™ : ¢ = p".

I.7.12 1) Soient A,B € R,,. Soit j € [1,n].Ona:

n n

> (A+B)ij=> (Aij+Bij) = z": Aij + zn:Bz‘,j =((A) +{(B).

i=1 i=1
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De méme, si i € [1,n] est fixé, il vient :

n n

> (A+B)ij=> (Ai;+Bij) = z": Aij + zn:Bz‘,j =((A) +4(B).

Jj=1 Jj=1

Ainsi A+ B € R,,,etenoutre {/(A+ B) = £(A) + £(B). Ensuite, pour tout j € [1,n],ona:

zn:(AB)i,j = z”: (i:Ai,kBk,j> = zn:Bk,j <zn:14¢,k> =
k=1

=1 =1 k=1 =1

=Y Bijl(A) = ((A)D B, = (A)UDB).
k=1 k=1

On montre de méme que, pour tout i € [1,n] fixé, > (AB);,; = ¢(A)¢(B). Il en résulte
j=1

que AB € R,,,etde plus £(AB) = ¢(A)¢(B).

On vérifie aisément que, pour tout A € K, AA € R, et {(AA) = M(A). Enfin la matrice

identité I, appartienta R, (et oI,) = 1) , donc R, esta la fois un sous-espace vectoriel et

un sous-anneau de M, (K).

2) Nous venons de montrer que ¢(I,,) = 1. Pour toutes matrices A, B € R,,, nous savons
que (A + B) = £(A) + £(B), ¢(AB) = L(A){(B) et £(AA) = M(A) pourtout A € K.
Ainsi ¢ : R, — K est ala fois un morphisme d’anneaux et une application K -linéaire.

3) Il est clair que Ry = M;(K), donc R; est de dimension 1. Supposons n > 2. A toute
matrice A € R, associons le couple (A’,¢(A)), ot A’ est la matrice déduite de A par
suppression de la derniere ligne et de la derniere colonne. Nous obtenons ainsi une application
f, évidemment linéaire (parce que ¢ I'est), de R,, dans M,_1(K) x K. Lespace vectoriel
M,,_1(K) x K étant de dimension (n —1)2+1 = n? — 2n + 2, il nous suffit de vérifier que f
est bijective.

Soit A € Ker f, montrons que A = 0. Puisque A’ = 0, il suffit de voir que, pour
tout ¢ € [1,n] fixé, A;,, = 0 = A,,;. Supposons d’abord i # n. Alors A4;; = 0
pour j=1,...,n—1,dol:

0= g(A) = ZAi’j = Azn et 0= g(A) = Z Aj,i = An,i-
Jj=1 j=1
Enfin A, ,, = 0, parce que la somme des termes de la derniére colonne de A est nulle. En

conclusion, f est injective (elle est linéaire et son noyau est trivial).

Montrons que f est surjective. Soient M € M,,_1(K) et t € K. Définissons une matrice
A € M, (K) de la fagon suivante. Pour tous indices i,7 € [1,n — 1], nous posons d’abord
A; j == M, ;. Ensuite, pour tout i € [1,n — 1], nous posons :

n—1 n—1
An,i =1 — Z Mj,i et Ai,n =t— Z Mi,j-
j=1 =1
Il nous reste a définir A, ,, :

n—1
App =t = Ans.
i=1
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La définition de A montre d’abord que M se déduit de A par suppression de la derniére ligne

et de la derniére colonne. Ensuite, pour tout ¢ € [1,n—1], la somme des termes de la jeme ligne
(respectivement jeme colonne) de A vaut ¢, par définition de A; ;, (respectivement A, ;). De
méme, la somme des termes de la derniére ligne de A vaut ¢. Calculons la somme des termes

de la derniére colonne de A :

n n—1
Z Ak,n = An,n + Z Ak,n
k=1 k=1
n—1 n—1
—An,n+z t_ZMk’J
k=1 j=1
n—1ln—1
=Apn+(n—1Dt=> > M,
k=1 j=1
n—1 n—1ln-—1
SV SV S ST
j=1 k=1 j=1
n—1 n—1 n—1ln—1
:nt—z <t_ZMk’j> _ZZMk’j =t.
j=1 k=1 k=1 j=1

La somme des termes de la derniére colonne de A vaut donc aussi ¢t. Ainsi A € R,
et {(A) =t,dou f(A) = (M,t), ce qui prouve la surjectivité de f.

IL7.13 Comme dim(P) + dim(D) = 2 + 1 = dim(R?), I’égalit¢ P N D = {0} suffira pour

montrer que R® = P & D (proposition 17 de la page 337). Or D est formée des vecteurs
(t,t,t), t décrivant R, i.e. des vecteurs (z,y,2) € R? tels que * = y = 2. Un tel vecteur
n’appartientd P quesi 3z =0,soit z =0.D’'ou R* =P @ D.

Soit u := (2,9, 2) € R?, calculons s(u). On sait qu’il existe un unique couple (v, w) € Px D
tel que u = v 4+ w, et alors s(u) = v — w = w — 2w, par définition de s. On écrit
v = (2/,y,2'), de sorte que 2’ + y' + 2’ = 0. Par ailleurs, il existe un unique ¢ € R
tel que w = (t,t,t). Dans ces conditions, (z,y,z) = (¢/,y,2') + (¢,¢,t). En faisant la
somme des composantes de chacun de ces vecteurs, il vient x + y + 2z = 0 + 3¢, ce qui donne
t=(rx+y+2)/3.Dou s(u) :

s(u) = u—2(t,t,t) = (z,y,2) — 2/3)(z+y+z,2+y+z,z+y+2),
c’est-a-dire :
1
s(u) = §<$*Qy*22,72$+y72z,—2:p72y+z),

En prenant successivement pour v chacun des vecteurs de la base canonique de R2, on obtient
la matrice de s dans cette base, a savoir :

1 -2 -2
o 1
3\ 2 2 1

Par exemple, prenant u := (1,0,0), il vient s(u) = (1/3)(1,—2,—2), d’out la premiere co-
lonne de ladite matrice.
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I1.7.14 Soit A € M;5(K) la matrice en question. Supposons d’abord qu’il existe une base B
de E dans laquelle la matrice de f soit A. En fait A est la matrice E; 2. En général,
si h,i,j,k € [1,n], on sait que Ey ;Ej, = 0; jFEn i, ol 0;; est le symbole de Kronecker.
Ainsi A2 = E) 5F; 5 = 0. Comme A? est la matrice de f? dans la base B, f? = 0.

Supposons inversement que f2 = 0 mais f # 0. Le théoréme du rang donne
dim(Im f) 4+ dim(Ker f) = dim(F) = 3. L’égalité f o f = 0 équivaut ensuite a 1’in-
clusion Im f C Ker f. Ainsi dim(Im f) < dim(Ker f). Par ailleurs f # 0, autrement
dit dim(Im f) > 1, ou encore dim(Ker f) < 3. Il n’y a donc qu’une seule possibilité :
dim(Im f) =1 et dim(Ker f) = 2. Soit e; un vecteur non nul de Im f ; il existe ex € E tel
que f(e2) = er. D’un autre coté, e; € Ker f n’est pas nul. D’apres le théoréme de la base
incomplete, il existe un vecteur ez € Ker f tel que (eq, e3) soit une base de Ker f. Comme
fle2) = e1 # 0, ex ¢ Ker f, et par suite B := (e1, ez, e3) est libre, i.e. est une base de E.
Enfin f(e;) = 0, f(e2) = e1 et f(e3) = 0, donc la matrice de f dans la base B est bien
égalea A.

IL.7.15 Notons f I’endomorphisme P +— P(X 4+ a) de K,[X]. Notons de
méme ¢ lendomorphisme P +—— P(X — a) de K,[X]. Il est clair que f
et g sont deux automorphismes réciproques l'un de lautre : si P € K,[X],
g(f(P)) = f(P)(X —a) = P((X —a) +a) = P(X) = P,de méme f(g(P)) = P.1len
résulte que, si A est la matrice de f danslabase B := (1,X,..., X™), A est inversible, son
inverse étant la matrice de g dans la base B.

Déterminons la matrice A. Soit j € [0,n]. La définition de f et la formule du bindme
donnent :
i .
iy = i = T qi-ixi
F(X7) = (X +a) Z (2 A TIX
1=0
La colonne d’indice j de A (c’est donc la j + 1¢me colonne de A) a donc pour coefficients

<]) a’~% pour i =0,...,j, puis des zéros. Autrement dit :
1

b
I
o
Lo
—~~
NN
SN—

0 0 0 - ™

Pour déterminer A1, matrice de g dans la base B, il suffit de remplacer a par —a dans A :

~(pa ()a* - (=D)"()a
A =Ga - (D) H(Mar
AL — 0 0 @) .. (71)7172 (g)an72

n
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Ainsi d’une part A~! est triangulaire supérieure. D’autre part, si i,j € [0,n] et i < j, le

coefficient de A~! situé sur la ligne d’indice 4 et la colonne d’indice j (i.e. sur la i + 1 éme

ligne et la j + 1€ colonne) est (—1)7~(1)a/~".

%

I1.7.16 Soient Q1,Q2 € K,,_1[X]. Pour i = 1,2, f(Q;) est, par définition, le seul polyndme
appartenanta K, _1[X] tel que P divise Q; — f(Q;).
Mais alors P divise Q1+Q2—(f(Q1)+f(Q2)) et f(Q1)+f(Q2) € Kn—1[X], ce qui montre

que f(Q1) + f(Q2) = f(Q1 + Q2). On montre de méme que f(AQ1) = Af(Q1) pour tout
A € K, ce qui montre que f : K,,_1[X]| — K,—1[X] est linéaire : f est un endomorphisme

de Kn_1]X].
Soit j € [0,n —2]. Puisque j +1 < n—1, X - X/ = X/t € K,,_1[X], et par suite
f(X7) vaut simplement X7*!. Calculons ensuite f(X"~1!). Par définition, c’est le reste dans
la division de X™ par P. L égalité :

X" =P~ a1 X" '+ a1 X + ag)

montre que ce reste n’est autre que 1’opposé du terme entre crochets (qui appartient bien
a K,_1[X]). Ainsi :

(X = — [an_lX"_l + -+ a1 X + aol.
La matrice de f dans la base (1, X,..., X”fl) est donc la suivante (c’est une matrice a n
lignes et n colonnes) :
0 o --- 0 —agp
1 0 e 0 —Qaq
0 1 0 —asg
0 0 1 —0ap—1

IL7.17 1) Notons a; ; les coefficients de A. Par définition de la matrice d’un endomorphisme
dans une base, on a :

fle;) = Zai,jei pourtout j € [1,n]. (%)
i=1

Pour un indice j donné, il en résulte que f(e;) appartient & V; si, et seulement si, a; ; = 0
pourtout ¢ € [j+1,n]. Ainsi A € T,,(K) si, et seulementsi, f(e;) € V; pourtout j € [1,n].
On en déduit déja que, si f(Vx) C Vi, pourtout k € [1,n], A appartienta T, (K).
Supposons inversement que A € T,(K), et soit k € [1,n]. Pour tout j € [1,k], on a
donc f(e;) € V; C Vi, d’ou f(e;) € Vi. Comme (eq,...,ex) est une famille génératrice
de Vj, il en résulte que f(V}) estinclus dans V.
2) Soit A (resp. B) une matrice appartenanta 7,,(K) et f (resp. g)I’endomorphisme de K™
canoniquement associé a A (resp. B). La matrice de f + g (resp. f o ¢g) dans la base 5 est
donc A + B (resp. AB). Soit k € [1,n]. D’apres la question 1), (V%) C Vi et (Vi) C Vi.
Pour tout © € Vi, f(z) + g(z) € Vi, car f(x) € Vj et g(z) € Vi ; de méme g(z) € Vi,
donc (f o g)(z) = f(g9(x)) € f(Vi) C Vi. Ainsi (f + g)(Vk) C Vi et (fog)(Vk) C Vi.
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Cela étant vrai pour tout k& € [1,n], la question 1) montre que A + B et AB appartiennent
a T,,(K). On voit de méme que AA € T, (K) pour tout A € K, ce qui montre que T,,(K) est
un sous-espace vectoriel de M, (K). Enfin I,, € T,,(K), et donc T,,(K) est un sous-anneau
de M, (K).

Soit H := T,,(K) N GL,(K). C’est une partie stable de GL,,(K), contenant I, . Pour prou-
ver que c’est un sous-groupe du groupe multiplicatif GL,,(K), il suffit donc de vérifier que,
si A € H,alors A~! appartienta H, c’est-a-dire que A~! € T,,(K). Soit f € L(K™) I'en-
domorphisme canoniquement associé 2 A. D’abord f est un automorphisme de K", i.e. f est
bijectif, en vertu du théoréme 29 de la page 345. Soitalors k € [1,n].D’apres 1), f(Vi) C V.
Mais f estinjective, donc sarestriction a Vj, est un isomorphisme de V;, sur f(V}). En particu-
lier, dim (f(V4)) = dim(V;) = k. Ainsi f(V},) est un sous-espace vectoriel de Vj,, de méme
dimension finie que V}, donc f (V%) = Vi, en vertu du théoreme 10 de la page 334. 1l en ré-
sulte que la réciproque f~1 de f vérifie: f~1(V}) = V. Cela étant vrai pour tout k € [1,n],
la question 1) montre que A~!, matrice de f~! dans la base B, appartient a T}, (K), comme
désiré.

3) Supposons déja que A = (a; ;) € Th(K), i.e. que f(Vi) C Vi pour tout k € [1,n].
Alors A € T}(K) si, et seulement si, ayr = 0 pour tout k € [1,n]. L’égalité a;; = 0
équivaut a f(e;) = 0, soit f(V1) = {0}. Soit k € [2,n]. Pour tout j € [1,k — 1], on
a déja f(e;) € V; C Vi—1. Ainsi, puisque f(e1),..., f(exr) engendrent f(V}), I'inclusion
f(Vi) C Vi—1 est vraie si, et seulement si, f(e;) € Vi—1 ce qui, compte tenu de 1’égalité (x)
(ot ’'on remplace j par k), signifie que ay = 0. D’ou I’équivalence annoncée.

Soient maintenant Ay, ..., A, € T(K)et A= A1Ay--- A, . Pourtout j € [1,n], notons f;
I’endomorphisme de K™ canoniquementassocié a A;, et de méme notons f 1’endomorphisme
de K™ canoniquement associé & A. Ainsi f = f; o fo o--- 0 f,. Montrons par récurrence
sur k € [1,n] que larestrictionde fi o foo---o fi & Vi estnulle. Le début de cette question
montre que f(Vy) = {0}, d’olile cas k = 1. Supposons que k € [2,n], et que la restriction
de fiofaoo---0 fr_1 a Vip_1 soit nulle. Soit z € Vj. Toujours d’aprés le début de cette
question, fi(z) € Vx—1.D’ou:

(fiofao o fi)(@)=(fiofao---o fro1)(fr(x)) € (fro o fro1)(Vio1) = {0},

Cela démontre notre assertion au rang k. Ainsi cette assertion est vraie au rang n. Comme
V., = K™, cela prouve I’égalité f1 o foo0---0 f, = 0, c’est-a-dire f = 0. La matrice de f
dans la base B est donc nulle, i.e. A = 0, comme désiré.

I1.7.18 Notons r le rang de A, et posons :
Z(A) == {M € My n(K) | MA=0}.

Sir =0,iesi A=0, Z(A) est égal & M,, ,,(K), donc est de dimension mn. Suppo-
sons r > 1. Appliquons le théoreme 34 de la page 349. Il existe deux matrices Q € GL,,(K)
et P € GL,(K) telles que la matrice A’ := Q' AP vaille :

1

A= )

SO O OO
O OO O =O
OO, OO O
OO O O OO
OO O O OO

I

=

ey
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Cela étant, soit M € M,, ,,(K).Puisque P estinversible, M A = 0 équivauta M AP =0, ou
encore 8 M QA" = 0. On en déduit facilement que M — M@ est un isomorphisme de Z(A)
sur Z(A'), d’ov dim(Z(A)) = dim(Z(4’)). Soit alors N € My, ,(K). La définition de
la multiplication de deux matrices montre que N A’ a les mémes colonnes d’indices 1,...,7
que N, ses colonnes d’indices r + 1,...,p étant nulles. Ainsi Z(A’) est formé des matrices
N € M,, »(K) dont les r premiéres colonnes sont nulles. Il en résulte aussitdt que Z(A’) est
isomorphe & (K™)"~",d’ou :

dim(Z(A)) = dim(Z(A")) = m(n—7).

Donnons maintenant une solution « géométrique ». Notons 3,C,D les bases canoniques
de K™ K" KP respectivement. Soit f € L(KP?,K™) I'application linéaire canonique-
ment associée 3 A : Mat$(f) = A. Soient ensuite M € M, ,,(K) une matrice variable
et g € L(K™, K™) I'application linéaire canoniquement associée & M : Mat5(g) = M.
Alors M A = Mat%(g o f). Il en résulte aisément que g — Mat?(g) est un isomorphisme
de Z(f) sur Z(A), en posant :

Z(f) == {ge LK",K™) ‘ gof=0}.

Nous sommes ramenés a calculer la dimension de Z(f). Notons d’abord que g € L(K™, K™)
appartient & Z(f) si, et seulement si, la restriction de g & Im f est nulle. Soit alors H un
supplémentaire de Im f dans K™ : K™ = Im f & H . Nous savons qu’une application linéaire
g € L(K™, K™) est entierement déterminée par ses restrictions 2 Im f et H. Si donc a g on
associe le couple formé par ses deux restrictions a Im f et H respectivement, on obtient un
isomorphisme de L(K™, K™) sur L(Im f, K™) x L(H, K™). La restriction de cet isomor-
phisme & Z(f) est alors un isomorphisme de Z(f) sur {0} x L(H,K™).D’ou :

dim(Z(f)) = dim(E(H, Km)) = dim(H) x dim(K™) = mdim(H).

Enfin Im f est de dimension r, donc dim(H) = n — r (théoréme 12 de la page 335), et nous
retrouvons la formule dim (Z(f)) = m(n —r).

Supposons enfin que M € M,, ,(K) soit fixée, de rang s. Posons :
Z'(M) = {A € M, ,(K) ] MA = 0}.

Soit A € M,, ,(K). Raisonnons par transposition. L’égalité M A = 0 équivauta (M A) = 0,
c’est-a-dire a (*A)("M) = 0, ouencore a ‘A € Z(*M). On en déduit aisément que A + ‘A est
un isomorphisme de Z'(M) sur Z(*M). La matrice ‘M étant aussi de rang s, ce qui précede
montre que dim (Z ("M )) = p(n — s) (en appliquant ce qui précede, il faut échanger m et p).
La solution géométrique est ici trés simple. Avec les notations introduites ci-dessus, g est fixée,
derang s. L’égalité go f = signifie que f est a valeurs dans L(K?, Ker g). Mais le théoreme
du rang donne dim(Ker g) = n — s. La dimension cherchée est alors celle de £L(K?,Kerg),
c’est-a-dire p(n — s).

11.7.19 Notons A la matrice visée et D son déterminant. La formule (23) donne :
D=(1x4x7)+(3x1x3)+((-2)x(-2)x5)—(3x(=2)x7)— (5x4x3)

—(1x1x(=2)) = 28+9+20—(—42) — (60) — (—2) = 41.
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Développons ensuite D par rapport a sa premiere ligne :

4 1
-2 7

-2 1
3 7

—2 4 .
D =1x -3 x 3 _2‘, soit

oo

D =1x(2842)—3x(-14—3)+5x (4—12) = 30451 —40 = 41.

Notons Li, Lo, L3 les lignes et Cq,Cy,C5 les colonnes. Prenons le terme d’indice (1,1)
comme pivot. Les transvections Ly < Lo 4+ 2L, puis L3 <— L3 — 3L, donnent :

1 3 5 1 3 )
D=0 10 11| =10 10 11
3 -2 7 0 -11 -8

Ensuite les transvections Lo <— Lo + L3 puis Ls < Ls — 11L9 donnent :

1 3 5 1 3 5
D=]0 -1 3|=|0 -1 3]|=1x(-1)x(-41) = 41.
0 —11 -8 0 0 —41

En conclusion, par une suite de transvections portant sur les lignes, nous avons transformé A
en une matrice triangulaire supérieure, dont le déterminant est produit des termes diagonaux.

I1.7.20 Soit D le déterminant a calculer.
Tout d’abord, la transvection L4 < Ly + Lo + L3 + L4 donne :

T a b c
D — a T c b
b c T a

(x+a+b+c) (x+a+b+e¢) (z+a+b+c) (x+a+bdb+c)

Par linéarité par rapport a la derniere ligne, on en déduit :

r a b c

D= (x+at+b+c)D, on D :=|% ¥ € b

b ¢ z a

1 1 1 1

La transvection C; + C; + Cy — C3 — C4 donne :

1 a b c
D = (@ta—b—e)D", on D' = | L T ¢
-1 ¢ = a
0O 1 1 1

Les transvections Ly < Ly + L3 et Ly < Lo + L3 donnent :

0 a+c z+b a+c

1 0 x4+c¢c x+c a+b atc z+b atc

D" = 1 . - a =—|z4+c x+c a+b
1 1 1

0 1 1 1
La transvection C <— C; — Cy donne, par linéarité par rapport a la premiere colonne :

1 z4+b a+c
D' =(@x+b—a—-¢)| 0 z+c a+b| = (x+b—a—c)
0 1 1

T+c a-+b
1 1 ’
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d’ou D" =(z+b—a—c)(xr+c—a—Db).On obtient le résultat escompté :

D= (z+a+b+c)(z+a—-b—c)lx+b—a—c)x+c—a—0).

II.7.21 Soit D le déterminant en question. Pour tout entier n > 2, notons 7, le morphisme
canonique de 7Z sur Z/nZ ; si n est fixé, m, sera aussi noté k — k. Nous savons que 7, (D)
est le déterminant obtenu en remplagant dans D chaque coefficient par son image par .
Prenons d’abord n := 5. La transvection C5 <— C7 + Cs 4+ C'5 donne :

) 3 0 2 30 0
D = 4 -1 2| = 4 -1 0| =0.
-2 20 -2 20

Cela montre que D est multiple de 5. Prenons ensuite n := 2 :

111 - -

DOTO}(I)HI.

0 0 1

Ainsi D est impair, i.e. (D) = 1. En conclusion, D est congru 2 0 modulo 5 eta 0

modulo 2, donc D est congru a 5 modulo 10, ce qui signifie que le chiffre des unités (dans le
systeme décimal) de D est 5.

I1.7.22 Soit D le déterminant en question. La formule (23) donne :

D = 1—cos’a— cos®b — cos® ¢+ 2cosacosbcosc.
Nous savons que a + b+ c=m,d ol :
sinc = sin(m —a —b) = sin(a+b) = sinacosb+ sinbcosa.

On en déduit :

2 2 2

1 —cos? a — cos? b — cos® ¢ = sin®(a + b) — cos® a — cos® b

2a—cos®b

= (sinacosb + sinbcosa)? — cos
= cos?a(sin®b — 1) + cos? b(sin® a — 1) + 2 cos a cos bsin asin b
= —2cos®acos® b+ 2cosacosbsinasinb

= —2cosacosb(cosacosb — sinasinb)

= —2cosacosbcos(a+ b)

= 2cosacosbeos(m —a —b)

= 2cosacosbcosc.

D’ou D = 4 cosacosbcosc,comme annoncé.

I1.7.23 Considérons la matrice B := X1, — A, dont les coefficients seront notées b; ;. Par défi-
nition, x4 = det B. Par ailleurs, pour tous ¢,5 € [1,n], b;; = §; ;X — a;;,ou &; ; estle
symbole de Kronecker. Partons de la formule (23) :

detB = Y e(s)P, o

sE6G,
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n

P, = HbS(j)J = H(‘Ss(j),inaS(j)J)'
Jj=1

Jj=1

Considérons une permutation s € G,,. Appliquons la formule (28) citée pour évaluer P; :

Po= Y [T asgys | | TT 650X

J \jeJ jeJ’

Dans cette formule, J décrit ’ensemble des parties de [1,n] et, pour toute partie J, |J]|
désigne le cardinal de J et J' := [1,n]\J. Pour toutentier k € [1,n], notons py, le coefficient
de X" % dans y 4. Compte tenu des égalités ci-dessus, il vient :

(71)kpk = Z E(S) Z Has(j)d» H 5s(j),j ,  soit

SEG, |J|=k \j€J jeJ!
k
(_1) Pr = E Ay,
[J]=k

en posant, pour toute partie J de cardinal k de [1,n] :

A= el | [Taswa | | T 6srs
s€EG, jeJ jeJ’
Ecrivons J := {J1, -y Jk. ol g1 < jo < -0 < ji. Soit s € &,,. Le produit des d,;,;
pour j € J’ est non nul si, et seulement si, s laisse fixe chaque indice ¢ € [1,n] \ J, auquel
cas ce produit vaut 1. Notons S; I’ensemble des s € &,, ayant la propriété en question. Nous
obtenons :

Ay = Z e(s) Has(j)vj

SESJ‘ jeJ
A toute permutation ¢ € &}, associons la permutation s de [1,n] définie ainsi : s(jn) := jyn)
pour tout h € [1,k] et s(i) := ¢ pour tout ¢ € [1,n] \ J. On définit ainsi un isomorphisme
de &y, sur Sy, etdeplus e(s) = e(t). D’ou:

k
Ay = Z E(t) <H a’jt,(h)wjh) :
h=1

teSy,

cette formule montre que A ; est le déterminant de la matrice extraite de A, obtenue a partir
des lignes et colonnes de A dont I’indice appartient a .J. En d’autres termes, Ay = D, avec
les notations de I’énoncé. D’ou la formule annoncée :

i = (—1)F Z Dj.

|J|=k

Supposons maintenant que K soit égal a R et que tous les D soient positifs ou nuls. On
a donc (—1)¥p; > 0 pour tout k € [1,n]. Considérons un nombre réel A < 0, et po-
sons u := —A\. Alors :

xa(A) = A" —i—z:(—l)kpk)\"_]C = (=" {u" +Zpku"_k}.
k=1 k=1
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Puisque v > 0 et pr > 0 pour tout k, on en déduit : (—1)"xa(A\) > 0, en particulier
xA(A) # 0. Cela montre que A\ n’est pas valeur propre de A. En conclusion, A ne posséde
aucune valeur propre réelle strictement négative.

I1.7.24 Soit r lerangde A.Si r := 0, i.e. si A := 0, il est clair que A est aussi nulle, donc de

t~
rang 0 et de déterminant 0. Supposons désormais A # 0. Rappelons que A x A = det(A)I,.
Supposons d’abord A inversible, i.e. r := n. L’égalité précédente donne, en prenant les déter-
minants et en se souvenant qu’une matrice carrée et sa transposée ont le méme déterminant :

det(A)" = det(det(A)I,) = det(A)det(A).

En simplifiant par det A, il vient : det(A) = det(A)"~1.Si A n’est pasinversible, det A = 0.
~ t~
D’un autre coté, A n’est pas inversible, car, si elle 1’était, I’égalité A x A = det(A)I, impli-

querait A = 0. Ainsi det(A) = 0. L’égalité obtenue est donc vraie quelle que soit A :
det(A) = det(4)" '

Nous avons vu que, si r := n, i.e. si A estinversible, A est inversible, i.e. de rang n, puisque
son déterminant n’est pas nul. Il nous reste a calculer le rang de A lorsque 1 < r < n — 1.

Rappelons que les coefficients de A sont au signe pres des mineurs d’ordre n — 1 de A.
Si r < n — 2, tous ces mineurs sont nuls, en vertu du théoreme 47 de la page 360 ou de son

corollaire. Ainsi A = 0 dans ce cas.

Supposons enfin que r := n — 1. D’apres le théoréeme 47 de la page 360 ou son corollaire,
A n’est alors pas nulle, car A posseéde un mineur non nul d’ordre n — 1. Par ailleurs, soit f
(resp. ¢g) I’endomorphisme canoniquement associé a A (resp. E). Comme det A = 0, on a

Ax A=0,don fog=0.Ainsi Img C Ker f. Mais le théoreme du rang montre que Ker f
est de dimension 1, donc le rang de g (dimension de Im g) est au plus égal a 1. On en déduit

I'inégalité rang(A) = rang(g) < 1, d’ou en fait rang(A) = 1. Voici la conclusion obtenue :

0 sirs<n-—2,

rang(A) = <1 sir:=n-—1,

n sir:=n.

I1.7.25 1) Soient donc B := (ey,...,e,) unec base de E et A la matrice de u dans cette base.
D’apres le théoréme et définition 49 de la page 362, det u = det A. Par ailleurs, puisque u est
inversible, C := (u(e1),...,u(e,)) estune base de E, et, par définition, A est la matrice de

passage de 5 a C. Ainsi, pour que les bases 55 et C soient de méme sens, il faut, et il suffit,
que le déterminant de A soit strictement positif.

2) Soientdonc A € R* et v := AIdg I’homothétie de rapport A. Nous savons que det u = A™.
Il en résulte que u conserve I’orientation si, et seulement si, ou bien A > 0, ou bien n est pair.

3) Posons r := dim(V'). D’aprés I’exemple 2 de la page 362, det(s) = (—1)""". Il en résulte
que s conserve I’orientation si, et seulement si, 7 — 7 est pair, i.e. si la dimension de W est
paire.
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I1.7.26 La formule explicite (23) donne, pour tout ¢t € [ :

D(t) = det(A(t) = Y e(s)Pi(t), on

SsEG,

Comme chacune des fonctions a; ; est dérivable sur I, il en est de méme pour les fonctions
P;. Soit s € G,,. Laregle de dérivation d’un produit donne :

P;(t> = Z as(l),l(t>as(2),2(t> e a;(_j),_j (t> e a’s(n),n(t>'
j=1

On en déduit ceci : pourtout ¢t € I,

Dl(t) = Z ( Z E(S)as(l),l(t)as(2),2(t) T a;(j),j (t) T as(n),n@)) .

j=1 \s€&,

Dans le second membre de la derniere égalité, si j € [L,n], le terme d’in-
dice j n’est autre que le déterminant, dans la base canonique de R™, de la famille

(C1(1),Ca(2), ..., Cit), .- Cy(t)). D ou le résultat annoncé.

IL.7.27 1) Pour tout (a,b) € C?, posons M (a,b) := < _% 2 >

Notons f I’application (a,b) — M (a,b) de C? dans H, elle est surjective, par définition
de H. La forme de la premiere ligne d’une matrice M (a,b) montre que f est injective, c’est
donc une bijection de C? sur .

Soient (a,b), (¢,d) € C* et A € R. Alors :

a b c d at+c b+d
M(“’bHM(C’d):(B a)+(J 5):(b+d a+c)’

soit M(a,b) + M(c,d) = M(a + ¢,b+ d). De méme :

AM (a,b) = )\( 3 f’) — ( fA—‘; %) = M(Xa, \b).

a

Cela montre que f est R-linéaire. Il en résulte que I’'image de f, a savoir #, est un sous-
R-espace vectoriel de M2(C). De plus f est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. Pour
obtenir une base de # sur R, il suffit de prendre les images par f des vecteurs d’une base
de C? sur R. Les vecteurs (1,0), (,0), (0,1) et (0,7) forment une base de C? sur R. Avec
les notations de la question 3), les images par f des vecteurs précédents sont : 1 := I, j, —i
et k respectivement. En particulier (1,1, j,k) est une base de H sur R.

Soient (a, b), (c,d) € C%. Alors :
b c d\ _ ac—bd ad+be
—-d ¢ ) \ —cb—ad ac—db )’

© Dunod 2018

M(a,b)M(c,d) = (

>
Ql



118

Tout-en-un pour la licence ¢ Niveau 1

soit M (a,b)M(c,d) = M(ac — bd, ad + bé) € H. Ainsi H est une partie multiplicativement
stable de M3(C). Comme I € H, cela montre que H est un sous-anneau de M»(C).

La matrice identité I appartienta H, mais ily ¢ H :si (a,b) € C?, on ne peut avoir 2 la fois
a =1 et a=i.Ainsi H n’est pas un sous-C-espace vectoriel de M2(C), ce qui montre en
passant que I’application f n’est pas C-linéaire.

2) Puisque 1 # 0 dans H, I’anneau H est un corps si, et seulement si, tout élément non nul
de H est inversible dans H. Soient donc (a,b) € C2?, (a,b) # (0,0), et M := M(a,b).
Par définition de M (a,b), det M = |a|*> + |b|?, d’ot det M = 0. Ainsi M est inversible
dans M3(C). On peut de plus calculer M1, par exemple a I’aide du théoreme 45 de la

page 359 :
1 a —b 1
Mt = - - = —— Mi(a,—-b).
PEENE ( b oa ) a1 op M@0

Puisque # est un sous-R-espace vectoriel de Mz (C), la formule précédente montre que M ~!
appartient a2 H, donc H est un corps.

Nous avons vu que, si M € H n’est pas nulle, det(M) # 0. Il en résulte que, si M, M’ € H
sont non nulles, det(MM’) = det(M)det(M’) # 0, en particulier M M’ # 0. En d’autres
termes, 7 est une sous-R-algebre intégre de My (C). D’apres ’exercice 4 de la page 339, H
est un corps.

3) Soit donc H le corps des quaternions, cf. ’exercice 4 du module II.5. C’est en particulier un
R -espace vectoriel de dimension 4, de base (1, ¢, j, k). Dans cette base, la multiplication de H
obéit a la table de multiplication suivante :

HEERERED
NERERRE
ili ] —1] k | —j

GG =k[=1] 4
BNk J | —i| -1

La multiplication de H vérifie en outre la propriété suivante : pour tous z,y € H et a € R, on
a:a-(xy) =z(a-y) = (a-x)y. Celaétant, il existe un unique isomorphisme de R-espaces
vectoriels ¢ de ‘H sur H appliquant 1,1, j, k sur 1,1, j, k respectivement. On vérifie aisément
que les éléments 1,1, j,k de H obéissent a la méme table de multiplication que les éléments
1,4,4,k de H. Par exemple :

= (1)) () -

On en déduit facilement que ¢ est aussi un isomorphisme d’anneaux de H sur H. Ainsi les
corps ‘H et H sont isomorphes.

I1.7.28 1) La conclusion est évidente si n = 1 : la fonction x — ¢;2%' ne s’annule pas sur I.

Supposons que la conclusion soit vraie a I’ordre n — 1, pour un certain entier n > 2. Soient
alors t1,...,tn,b1,...,b, et f comme dans I’énoncé. Considérons la fonction g définie sur 1
ainsi :

g(x) = a7 f(x) = t1aP 0 tpa® T 4t g,
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Pour tout © € I, les égalités f(x) = 0 et g(x) = 0 sont équivalentes. Raisonnons alors
par I’absurde, en supposant qu’il existe n éléments distincts x1,...,x, de I en lesquels g
s’annule. On supposera 1 < s < --- < &, . Les fonctions f et ¢ sont de classe C! (et méme
C°°) sur I. Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Rolle sur chacun des intervalles
[:Ek,l'kurl} ,pour k = 1,...,n — 1. Pour chaque k, il existe un point ¢, € ]zk,ka[ tel
que ¢g'(ck) = 0.Enoutre ¢; < ¢g < -+ < ¢,—1, de sorte que ¢’ s’annule en au moins n — 1
points de I. Or, pour tout = € I, ¢’(x) estla somme :

t1(by — b))z 01 oty (by — bp)at2 0L sty g (bpy — by )2t bl

Le fait que ¢’ s’annule en au moins n— 1 points de I contredit donc I’hypothése de récurrence.
Noter que ce n’est qu’en remplagant f par g que nous avons pu éliminer, par dérivation, le
terme constant ¢,, .

2) Raisonnons encore par récurrence sur n. Le cas n = 1 est évident : alors D = z7* > 0.

Supposons n > 2, le résultat étant vrai a I’ordre n — 1. Soient ensuite z1,...,Zn,A1,...,0n
et D, g comme dans 1’énoncé. Pour tout j € [1,n—1], g(x;) est le déterminant d’une matrice
ayant deux lignes égales, celles d’indices j et n, donc g(z;) = 0. D’un autre cdté, étant donné
x € I, développons le déterminant définissant g(z) par rapport a sa derniére ligne :

g(x) = t1ax™ + 12" + - 2", (%)
ou ti,...,t, € R. En particulier ¢, est le déterminant de la matrice de coefficients
z?, (i,7) € [1,n — 1]%. D’apres I’hypothése de récurrence, #, est strictement positif, en

particulier non nul. Cela étant, si p € [1,7n] est le nombre d’indices ¢ € [1,n] tels que ¢; # 0,
la question 1) montre que la fonction g s’annule au plus p—1 fois sur /. On en déduit1’égalité :

{zel ‘ g(z) =0} = {x1,22,..., 201}

Ainsi, g(x) ne s’annule pas sur I'intervalle J := ]xn_l, +oo[. Comme g est continue sur .J,
elle garde un signe constant sur J. Or ¢, > 0, et la suite (ay,...,a,) est strictement crois-
sante, de sorte que 1’égalité (x) montre que g(x) est équivalent, lorsque z tend vers +oo,
a ty,x® . D’ou g(x) > 0 des que = € J est assez grand. Au total, on a donc g(z) > 0 pour
tfout x € J, et en particulier D = g(x,,) > 0.

I1.7.29 1) Soient n € N* et zq,...,2, des nombres complexes distincts. Il suffit de mon-
trer que la famille (u(21),...,u(zy)) est libre. Soit (A1,...,A,) € C" une famille de sca-

n
laires telle que > Aju(z;) = 0. Il s’agit la d’une égalité entre suites. Pour tout k € N,
j=1

on a donc é:l )\jz;?’ = 0. Considérons le systeme (S) formé des égalités é:l szjl-“ =0,
k = 0,1,...,n — 1. C’est un systeme linéaire homogene de n équations a n inconnues
Z1,...,%n. Le déterminant de ce systeme est le déterminant de Vandermonde de z1,..., 2,
(exercice 8 de la page 358). Comme les z; sont distincts, ce déterminant n’est pas nul. Or
(A1,...,An) estune solution de (S). D’apres le théoreme 66 de la page 376, les \; sont tous
nuls, d’ou la conclusion.

2) Soient u := (u,) et v := (v,) deux éléments de F; et A € C. Par définition,
u+v:= (up+v,).Pourtout n € N, up 4t = tty, €t Uyt = Uy, donc (u+v)pit = (W+0),.
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Ainsi u + v est t-périodique, i.e. u 4+ v € Fy. On vérifie de méme que Au € F}, donc F; est
un sous-espace vectoriel de E'.

Notons f D'application v — (ug,...,u;—1) de F; dans C!, qui est évidemment linéaire.
Elle est injective. Soit en effet u := (u,) € Ker f : u, = 0 pour n = 0,...,t — 1. Soit
k € N, effectuons la division euclidienne de k par ¢ : k := gt +r,ou g € Netr € [0,t—1].
Puisque u est t-périodique, ux = u, = 0. Ainsi u; = 0 pour tout £ € N, i.e. u = 0.
Montrons que f est surjective. Soit (ag,...,a;—1) € C. Pour tout ¥ € N, rappelons que le
reste dans la division de k par ¢ est noté k mod ¢. Soit u = (u,) € E la suite définie par la
formule u,, := ay mod + pour tout n € N. Il est clair que d’une part u est t-périodique, i.e.
u € Fy, et que d’autre part f(u) = (ag,...,a:—1). En conclusion, f est un isomorphisme
de F, sur C*, donc F; est de dimension t.

3) Partons d’une remarque tres simple. Soient ¢,p € N*. Si une suite est ¢-périodique, elle est
aussi tp-périodique. En d’autres termes, F; C F},. Soient alors u,v € F et A € C. Il existe
t,p € N* tels que u € F} et v € F,. D’apres la remarque précédente, u et v appartiennent
a Fy,, donc u + v et Au appartiennent aussi a Fy,, puisque I}, est un sous-espace vectoriel
de E.Comme Fy, C F', u+v et Au appartiennenta F', donc I’ est un sous-espace vectoriel
de £ (0 € F).

4) Soit d’abord ¢ € Q, écrivons ¢ sous forme irréductible ¢ := a/b, ot a € Z, b € N*, a

et b étant premiers entre eux. Alors la suite v(q) est b-périodique (elle appartient donc a F').
En effet, pour tout n € N, nous avons :

v(q)n = u(exp(2miq)) = exp(2miq)" = exp(2ming) = exp(2wina/b).

d’ott v(q)nts = v(q)n pour tout n € N, puisque exp(27i) = 1. Remarquons aussi
que v(qg 4+ m) = v(q) pourtous ¢ € Q et m € Z, a cause de I’égalité exp(2mwim) = 1.

Soit maintenant 7" = Q N [0,1[. Lapplication ¢ — exp(2wiq) de T dans C est injec-
tive : si ¢,q' € T, I’égalité exp(2miq) = exp(2wiq’) implique exp(27ri(q’ — q)) =1,
donc ¢’ — ¢ € Z et par suite ¢ = ¢'. La question 1) montre alors que la famille (v(q))qu
est libre. Il reste a montrer que cette famille est une famille génératrice de F'. Notons V le
sous-espace vectoriel de F' engendré par cette famille.

Soit t € N*. Pour tout a € [0,t—1], la suite v(a/t) appartienta Fy, nous venons de le voir. Ce
qui précede montre de plus que la famille (v(0/t),v(1/t),...,v((t —1)/t)) est libre. C’est
une famille de ¢ vecteurs de 1’espace vectoriel Fy, qui est de dimension ¢, donc cette famille
est une base de F;. Comme v(a/t) € V pour tout a, cela montre que F} est inclus dans V.
Or, par définition, F' est la réunion des F; lorsque ¢ décrit N*, et par conséquent F’ est inclus

dans V,i.e. V = F'. En conclusion, la famille (v(q))qu est une base (dénombrable) de F'.

I1.7.30 1) Pour tous 4, j € [1,n], on a, avec des notations évidentes :

(J2)i7j = ZJi’ka’j = Zl = n = TLJZ'J',
k=1 k=1

ce qui prouve I’égalité J? = nJ.
Soient B := (ey,...,ey) la base canonique de R™ et f € L(R™) I’endomorphisme dont la

n
matrice dans la base B est .J. Posant u := ) e;, il vient f(e;) = u pour tout j € [1,n]. On
i=1
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en déduit évidemment que f(u) = nu.D’ol, pour tout indice j :

2
f(ej) = flu) = nu = nf(e;),
ce qui montre que f2 =nf.
En considérant les matrices dans la base B, nous retrouvons I’égalité J2=nJ.

Les colonnes de J sont toutes égales et non nulles, donc le rang de J vaut 1. Une autre
méthode consiste a dire que I’image de f est évidemment la droite Ru, de sorte que f est de
rang 1. Enfin f et J ont méme rang, en vertu du théoreme 22 de la page 342.

2) Le théoréme du rang montre que Ker f est de dimension n—1. Soit (e], ..., e}, _;) unebase
de Ker f, complétons la en une base B’ := (ef,...,e}) de R™. Soit P € GL,(R) la matrice
de passage de la base B ala base B’. D’aprés le théoréme 35 de la page 349, A := P~1JP
est la matrice de f dans la base B’. Comme f(e}) = 0 pour j = 1,...,n—1,lesn —1

premieres colonnes de A sont nulles. Nous pouvons donc écrire :

0 o --- 0 t1
o o0 --- 0 to
A — , d’ou
0O 0 -+ 0 ¢ty
0 0 0 tn
X 0 - 0 -t
o X --- 0 —to
XI,— A = ce e e
o o0 -+ X —th
o o --- 0 X-—-t,

La matrice X[, — A étant triangulaire, son déterminant, & savoir x 4, est le produit de ses
termes diagonaux : x4 = X"’l(X —ty) = X" — t, X" 1.1l nous faut donc calculer t,,.
D’abord, la proposition 59 de la page 371 montre que x; = xa. Ensuite, en vertu de la
proposition 57 de la page 369, le coefficient de X"~ ! dans x; est I'opposé de la somme des
termes diagonaux de J, c’est-a-dire —n. Ainsi t,, = n,d ol :

g = X""YX —n).

I1.7.31 Notons a; ; les coefficients de A. Soit A € C une valeur propre de A. Il existe un vecteur

colonne non nul X := t(xl, .o, xp) telque AX = AX, soit :
Zamxj = )\IL‘Z (z:l,,n) (*)
j=1

Posons t := max(|z1],..., |x,|). D’abord ¢t > 0, puisque X # 0. Considérons un indice 4

tel que ¢t := |x;|. Dans I’égalité ci-dessus, appliquons I’inégalité triangulaire, en se rappelant
que les coefficients de A sont des réels positifs :

n
At = Azl = D ai ;] < Zau|$;| Zawt =ty aij =t
j=1

Ainsi |A|t < ¢, d ot || < 1, comme désiré.
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I1.7.32 Soit A € K*, supposons que A soit valeur propre de g o f. Il existe donc un vecteur non
nul x € F tel que g( f (1:)) = Az. Appliquons f aux deux membres de cette égalité. En posant
y:= f(z) € F, il vient f(g(y)) = A\y. De plus y # 0 : dans le cas contraire, f(z) =0, d’ ol
Az = g(f(z)) = 0. Comme X # 0, cela contredit I'hypothese = # 0. Ainsi y € F est non
nul, donc I’égalité f(g(y)) = Ay montre que y est vecteur propre de f o g, associé a la valeur
propre A.

En conclusion, si A € K* est valeur propre de go f, c’est aussi une valeur proprede fog.La
réciproque en résulte, en échangeant les roles de f et g.

I1.7.33 1) Supposons que f possede une valeur propre A. Par définition, A € R, et il existe un
vecteur non nul = € E tel que f(z) = Az. Alors :

—x = (~Idp)(z) = f*(x) = f(f(2)) = f(\2) = M (2) = A(h2) = Nz

Comme x n’est pas nul, A> = —1, ce qui est absurde puisque \ est réel. Ainsi f ne posséde
pas de valeur propre, i.e. le polyndme caractéristique x y € R[X] n’a aucune racine réelle.

Supposons, par I’absurde, que n soit impair. Le polynéme s € R[X] est unitaire de de-
gré n. Puisque n est impair, xs(z) tend vers oo (resp. —oo) lorsque z tend vers +oo
(resp. —o0). Ainsi xs(R) estunintervallede R (parce que = — xf(z) estune fonction conti-
nue sur R), et cet intervalle n’est ni majoré ni minoré, donc est égal a R. D’out xf(R) = R.
Mais alors 0 € xf(R), i.e. il existe A € R tel que xs(A) = 0. Autrement dit, X\ est valeur

propre de f, ce qui contredit le début de cette question. En conclusion, n est pair.

2) Parmi les axiomes des espaces vectoriels que nous devons vérifier, le seul qui ne résulte pas
trivialement de la linéarité de f ou des axiomes des R-espaces vectoriels est I’associativité
mixte: A\- (p-2) = (M) -2 pourtous x € E et A\, p € C.Posons A :=a+ib et u:=c+id,
ol a,b,c,d € R. Alors A = (ac — bd) + i(ad + be). 1l en résulte que :

(Ap) -z = (ac—bd)z + (ad + be) f(z).
D’un autre ¢dté p - x = cx + df (x), d’ou :
A(p-z) = (a+ib)- (cx+df(z)) = a(cx + df(z)) + bf (cx + df (z)).

La conclusion vient alors de I'égalité f(f(z)) = —=.

Ainsi E est devenu un C-espace vectoriel, et le R-espace vectoriel obtenu en restreignant la
loi externe de C x ' a R x F n’est autre que le R-espace vectoriel £ donné. Puisque F est
de dimension finie n sur R, I’exercice I1.7.9 montre que F est de dimension finie m sur C et
que n = 2m. Nous retrouvons ainsi le fait que I’entier n soit pair.

I1.7.34 Ecrivons le systeme (S) donné sous la forme matricielle habituelle AX = B. Soient
Ly, Lo, L3 les lignes de A et (E1),(E2),(Es) les équations constituant (S). Les opérations
élémentaires (E1) < (E1) — 2(E3) et (E2) < (E2) — 3(Es3) conduisent aux équations
—y+ 2z =4 et y— 2z = —6 respectivement. De ces deux nouvelles équations, on déduit
aussitdt y = —2 et z = 2. En reportant dans (FE5), on obtient © = 3. Ainsi (S) posséde une
solution unique, a savoir (3,—2,2).
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Une autre méthode consiste a calculer d’abord det A, en développant par rapport a la troisi¢eme
ligne :

2 3
37

=(12-35)—2(8—15)+2(14 —9) = —23 4+ 14 + 10 = 1.

=1x

— W N
N 3 W
DN = Ot

’—2>< ‘+2><

2 5
3 4

3 5
7 4

Ainsi det A = 1, donc (S) est un systeme de Cramer, il posséde une unique solution (z,y, z).
Nous pouvons calculer z,y, 2z par les formules de Cramer :

10 3 5

3 5 10 5 10 3
r=| 3 7 4 |=3x ‘2>< ‘+2>< ‘
3 9 9 7 4 3 4 3 7
=3(12—-35) — 2(40 — 15) + 2(70 — 9) = —69 — 50 + 122 = 3,
2 10 5
10 5 2 5 2 10
y=13 3 4|=1x ‘—3>< ’+2>< ’
1 3 9 3 4 3 4 3 3
= (40 —15) — 3(8 — 15) +2(6 — 30) = 25+ 21 — 48 = —2,
2 3 10
3 10 2 10 2 3
z= i1’> ; g =1x 7 3 ‘2>< 3 3 ‘+3X 3 7‘

— (9—70) —2(6 —30) +3(14—9) = —61 + 48 + 15 = 2.

I1.7.35 Pour tout ¢t € K, notons S(¢) le systtme proposé, écrit sous forme matricielle
A(t)X = B(t), avec des notations évidentes. Posons D(t) := det(A(t)). Commengons par
calculer D(t), pour savoir si S(t) est ou n’est pas un systtme de Cramer.

1t 2
Dit)=| -2 1 t—2
t 12

Les transvections Lo < Lo + 211 et L3 < L3 — tLq donnent:

204+1 t+42

Dt)y=|0 2t+1 t+2 L2 o

1 t 2 }
0 1—¢t2 2—2¢

} ,  soit

D(t) = (2t +1)(2—2t) — (£ +2)(1 —2) = (1 — 1) [2(2t+ 1)— (t+2)(1+t)} , ou encore :

D) = (1-t) (-t +1t) = t(1—t)%

Ainsi le systeme est de Cramer si, et seulement si, ¢ # 0, 1. Supposons que ce soit le cas. Le
systéme possede alors une solution unique (z,y, z). Calculons x,y, z (en fonction de t) par
les formules de Cramer :

t ot 2 0o ¢t 2 A
1 1 t=2]=| 0 1 t—2 (2t2)‘1 o]y dou
2%-1 1 2 2%-2 1 2
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_ 20t -1 —2t—2)  2(t* —2t—2)

t(t—1)2 o t(t—1)

Procédons de méme pour y. Par linéarité par rapport a la derniére ligne, il vient :

1 t 2 1t 2
-2 1 t—2|=DW)+@2t—-2)| -2 1 t—2|, dou
to2—1 2 0 1 0

_tt-1P -2 -2)(t+2)  t(t-1)-2(t+2) t*-3t—4

t(t —1)2 tt—1) O t(t—1)

Pour calculer z, il est aussi simple de reprendre la premiere équation :

t2(t—1) =212 — 2t — 2) — t(t? — 3t — 4)
tt—1) ’

22 = t—x—ty =

ce qui donne :
_4t+2
ottt —1)

Il reste a étudier lescas ¢t :=0 et ¢t := 1. Si ¢ := 0, on obtient le systéme suivant :

z+0y+22=0
—2r+y—2z=1
Or+y+2z=-1.
En ajoutant deux fois la premiere égalité a la seconde, on obtient y + 2z = 1, ce qui est

incompatible avec la derniére équation. Le systeéme S(0) n’est donc pas compatible.
Si t := 1, on obtient le systeme suivant :

r+y+2z=1 1 1 2
—2rx+y—2z=1 , et A(l) = -2 1 -1
r+y+2z=1 L1 2

La matrice A(1) est de rang 2 : ses deux premilres lignes sont indépendantes, et sa troi-
sieme ligne est égale a la premiere. Le systeéme S(1) est compatible : les deux premieres équa-
tions sont indépendantes, et la troisieme est égale a la premiére. On en déduit que les solutions
de S(1) forment une droite affine D.

Prenons comme équations principales les deux premieres et comme inconnues principales x
et y. D’apres le théoreme 70 de la page 380, nous pouvons choisir arbitrairement 1’inconnue
non principale z, les inconnues principales x,y étant alors données par le systeme de Cramer
suivant :

r+y=1-2z
—2r+y=1+z.
On trouve facilement :
r=—z e y=1-—z

Nous avons ainsi obtenu une représentation paramétrique de la droite D.

I1.7.36  Appliquons le théoreme 47 de la page 360 ou son corollaire. Puisque A estderang n—1,

det A = 0, mais A posséde un mineur non nul d’ordre n — 1. Il existe donc deux indices
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k,i € [1,n] tels que Dy ; # 0. L’indice k étant ainsi fixé, définissons les y; comme dans
I’énoncé. D’abord y; # 0. Montrons ensuite que Y := t(y1, ..., Yn) est solution du systtme
AX = 0. Notons A la comatrice de A. Puisque det A = 0, le théoreme 44 de la page 359
montre que A x A =0.Pourtout h € [1,n], onadonc:

n

t~ . n
0=(Ax Apr=> (D" ap;Dr; = an;y; = (AY ),
j=1

j=1

ce qui montre que AY = 0. Puisque A est de rang n — 1, le théoreme 65 de la page 376
montre que les solutions du systéme homogeéne AX = 0 forment une droite vectorielle. Vu ce
qui précede, cette droite est engendrée par Y .

11.7.37 Posons donc :

0 1 1 010
A = 1 01 et B = 1 01
0 0 1 010
X -1 -1
w=[=1 x| —wen] ] = wenee o,
0 0 X-1
c’est-a-dire x4 = (X — 1)(X + 1). Les valeurs propres de A sont les racines de y 4, ce sont
donc 1 et —1.
Déterminons 1’espace propre de A relatif a la valeur propre 1. Il s’agit de résoudre le systéme
suivant :
yt+z=
r+z=
z=z.

Les deux premieres équations donnent z = y et z = 0. L’espace propre cherché est donc la
droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,0).

Déterminons de méme 1’espace propre de A relatif & la valeur propre —1. Il s’agit de résoudre
le systéme suivant :

Yy+z=—-x
rT+z=-yY
z=—2z.

Ce systeme équivaut évidemment a z = 0 et x + y = 0. L’espace propre cherché est donc la
droite vectorielle engendrée par le vecteur (1, —1,0).

X -1 0
xs=| -1 X -1 :X‘Xl Xl‘+’X1 01’:X(X2—1)—X,
0 -1 X

d’oll xp = X(X? —2). Ainsi B a trois valeurs propres : 0, v/2 et —/2.
Déterminons I’espace propre de B relatif a la valeur propre 0. Il est défini par les égalités
y =0 et x + z = 0, c’est donc la droite vectorielle engendrée par t(l, 0,—1).
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Déterminons de méme I’espace propre de B relatif a la valeur propre v/2. Il s’ agit de résoudre
le systeme suivant :

y=av2
rtz=yV3
y:zx/ﬁ.

Ce systéme est équivalent au systéme formé des équations = = z et y = /2. On en dé-
duit aussitét que I’espace propre cherché est la droite vectorielle engendrée par le vecteur

(1,v/2,1).
Pour I’espace propre de B relatif a la valeur propre —v/2, il suffit de remplacer /2 par —/2 :
I’espace propre cherché est la droite vectorielle engendrée par le vecteur t(l, —V/2,1).

I1.7.38 Notons A la matrice de 1’énoncé. Puisque nous devons déterminer non seulement les va-
leurs propres, mais aussi les vecteurs propres de A, le calcul de x4 n’est pas la meilleure
méthode : il faudra de toutes facons résoudre certains systémes linéaires.

Observons que la matrice B := A — I, est plus simple que A :

01 1 ... 1
100 ... 0
gl 100 ... 0
100 ...0

Pour tout A € R, A\[,, — A= (A —1)I,, — B. Il enrésulte que A est valeur propre de A si, et
seulement si, A — 1 est valeur propre de B. Lorsque c’est le cas, 1’espace propre de A relatif a
la valeur propre \ est égal a I’espace propre de B relatif a la valeur propre A — 1. Nous allons
donc déterminer les éléments propres (valeurs et vecteurs propres) de B, et nous en déduirons
ceux de A.

Soit t € R. Le systtme BX = tX sécrit ainsi, si X := (x1,...,2,) :

To + X3+ + Ty =11

Tr1 = tIL'Q

T =tx,.

Si t := 0, ce systeme équivaut auxdeux équations z; = x3 + - - -+, = 0. Ainsi 0 est valeur
propre de B. L’espace propre V' de B relatif a la valeur propre 0 est de dimension n — 2 (il
est défini par les deux équations linéairement indépendantes ci-dessus). Si I’on veut, une base
de V est donnée par les vecteurs Eo — E;, ¢ = 3,...,n, en notant (E1,...,E,) la base
canonique de M, 1(R).

Supposons ¢ # 0. Dans le systeme ci-dessus, les n — 1 derniéres équations donnent :
x; =t 'y, pour i = 2,...,n.Lapremiere équation s’écrit alors : (n — 1)t~ 121 =tz . Bien
entendu, nous ne nous intéressons qu’aux solutions non triviales dudit systeme. Pour une telle
solution, z; # 0, car sinon tous les x; seraient nuls. D’oli I’égalité t> = n — 1. Ainsi t € R*
est valeur propre de B si, et seulement si, t2 = n — 1. En conclusion, ¢ := \/m est
valeur propre de B, I’espace propre correspondant étant la droite vectorielle D engendrée
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par t(t, 1,...,1). De méme t' := —y/n — 1 est valeur propre de B, I’espace propre corres-
pondant étant la droite vectorielle D’ engendrée par t(t’ 1,001,

Revenons a A. Nous savons maintenant que A posséde trois valeurs propres, a savoir 1,1 4 ¢
et 1 4+ ¢/, les espaces propres correspondants étant V, D et D’ respectivement.

I1.7.39 Notons D le déterminant en question. L’idée est la méme que dans I’exercice 14 de la
page 376. On recherche un plan affine P, d’équation ax+by+cz+d = 0,0t (a,b, c,d) € R*
et (a,b,c) # (0,0,0), passant par les quatre points M; . Dire que P passe par ces points revient
a dire que (a, b, ¢, d) est solution du systéme homogéne suivant :

ax1+by1 +cz1+d=0
axe +bys +czo+d=0
axrs +bys +czz3+d=0
axy +bys+czy +d=0.

(5) :

Si les points M; sont coplanaires (appartiennent 2 un méme plan), le systeme (S) possede
une solution non triviale, donc D = 0. Supposons inversement que D = 0. Le systéme (S)
posséde donc une solution (a, b, ¢,d) # (0,0,0,0). En fait, la premiere équation de (S) donne
(a,b,c) # (0,0,0), et par suite le plan d’équation ax+by+cz+d = 0 passe par les points M; .

I1.7.40 Notons A le déterminant en question. La nullité de A est équivalente a I’existence d’une
solution non triviale (x,y, z) du systtme homogene suivant :

a1 +b1y+c1z2=0
(S): asx+bay+coz=0
a3x + bsy +c3z=0.

Notons A la matrice de ce systeme :

ar b1 c
as b2 Co

4= as b3 C3

Supposons d’abord que les trois droites soient concourantes : elles passent par un méme point
M = (z,y). Alors (z,y,1) est une solution non triviale de (S), donc A = 0. Supposons
ensuite que ces droites soient paralleles. Le fait que D; et Do soient paralleles se traduit
aq b1

as b2
développant A par rapport a sa troisieme colonne, on en déduit que A = 0.

par la nullit¢ du déterminant D33 =

. De méme D13 = 0 et Dy3 = 0. En

Supposons inversement que A soit nul. Le systeme (S) posseéde donc une solution non triviale
(x,y,2).Si z # 0, on peut supposer que z := 1, car (z/z,y/z,1) est encore solution de (S).
Supposant donc que z := 1, on voit que le point M = (z,y) appartient aux trois droites, qui
sont ainsi concourantes. Supposons enfin que z soit nul, et donc (z,y) # (0,0). Considérons
le systtme homogene (S’) formé par les deux premicres équations de (S), dans lesquelles on
remplace z par 0. Puisque (z,y) est une solution non triviale de (S’), le déterminant de (S’)
est nul, i.e. D33 = 0. Cela signifie que les droites D et Do sont paralleles. On montre de
méme que D1 et D3 sont paralleles. Les trois droites sont donc toutes paralleles.
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IL7.41 Ecrivons le systéme (S) en question ainsi :

2ax1 + 2by; — ¢ = 22 + y?
2ax2+2by2—c:x§+y§
2ax3 + 2bys —c = x5 +y3 .

Notons A la matrice de ce systeme et D son déterminant :

221 2y —1 1 oy 1
D = 2$2 2y2 -1 = —4 o Y2 1 = —4A.
2z 2ys -1 z3 ys 1

D’apres I’exercice 14 de la page 376, D n’est donc pas nul, autrement dit le systeme (S) est un

systetme de Cramer. Ainsi (S) posséde une unique solution (a,b,c). Pour i = 1,2,3, la jeme
équation de (S) peut étre écrite ainsi :

(r; —a)* + (y;i —b)? = a®> +V* —c.
On en déduit I'inégalité a®+b%—c > 0. En fait, cette inégalité est stricte. En effet, si a®+b%—c
était nul, on aurait x; = a et y; = b pour tout ¢, i.e. les trois points donnés seraient égaux.
Posons alors R := v/a? + b% — c. Les égalités ci-dessus signifient que les trois points M;
appartiennent au cercle C' de centre €2 := (a,b) et de rayon R. Nous avons ainsi prouvé que
les trois points appartenaient a un unique cercle.
Les formules de Cramer permettent de plus de calculer a, b, ¢ en fonction des x;, y; :

4y o 1 r xi+yi 1

r54+y5 ya 1 ry x3+ys 1

o 2i+yd ys 1 y_ L wi4+y: 1
2A ’ 2A ’

r1 oy @yl
—| 2z Yo 3+ys

T3 Y3 X3+ Y3

“= A
Passons a 1’application numérique. Calculons d’abord A :
-7 5 1 -8 4 1
A=|1 1 1|=]0 01‘_68 _44‘8.
7T =3 1 6 -4 1
Calculons ensuite a, b, ¢ :
74 5 1 72 4 0
—16a =12 1 1|=]2 1 1]|=- g?j _44 = 512,
58 -3 1 56 —4 0
d’olt a = —32.
-7 7 1 -8 72 0
—-16b=1|1 2 1|=]1 2 1]|=-— %8 gz = 880,
7 58 1 6 56 0
don b = —b5. Le centre du cercle C circonscrit au triangle M;MoMs est

donc Q = (=32, —55), donc C a pour équation : (x + 32)2 + (y + 55)? = R2.
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Pour calculer R, exprimons que C' passe par M :
R® = 33%+56° = 1089+ 3136 = 4225 = 65°.
Ainsi C est le cercle de centre §2 := (—32,—55) et de rayon R := 65.

I1.7.42 Notons (S) le systeme (53), écrit sous forme matricielle : AX = B. Par hypothese,
A€ M, ,(K) et B € M, (K). Ecartons le cas trivial A := 0. Dans ce cas, que 1’on se
place sur K ousur L, la condition nécessaire et suffisante de compatibilité de (S) est la méme,
a savoir B = 0.

Soit 7 > 1 le rang de la matrice A, considérée comme élément de M,, ,(K). L'idée essen-
tielle est que r est aussi le rang de la matrice A, considérée comme élément de M, ,(L).
En effet, nous savons qu’il existe une matrice carrée A’ d’ordre r extraite de A et inversible
dans M,.(K), et que r est le plus grand entier possédant cette propriété (théoreme 47 de la
page 360 et son corollaire). Or A’ est inversible dans M,.(K) si, et seulement si, det(A’) # 0,
et det(A’) est le méme, que I’on calcule ce déterminant dans K ou dans L (cf: la for-
mule (23)) .D’ou I’égalité des rangs de A sur K etsur L.

Appliquons ce qui précede a la matrice [A4; B] € M, p+1(K). D aprés la proposition 67 de la
page 377, le systeme (S) est compatible sur K (resp. L) si et seulement si le rang de [A; B|
considérée comme élément de M,, 41 (K) (resp. My, p+1(L)) estégala r. D ou la conclu-
sion voulue : (S) est compatible sur K si, et seulement s’il est compatible sur L.

I1.7.43 Reprenons les notations de I’exercice en question. Notons d’abord D le pged (unitaire)
de A et B, et posons d := deg(D). Ecrivons A := DA, et B := DBy, ou A; et By sont
deux polyndmes premiers entre eux, de degrés n — d et p — d respectivement.

Considérons maintenant les espaces vectoriels E = C,_1[X] x C,_1[X]
et F := C,1p—1[X]. Ils sont de méme dimension finie, & savoir n + p. L’application
f de E dans F définie par la formule f(P,Q) := AP + BQ est évidemment linéaire.
Munissons E de la base suivante :

B = ((1,0),(X,0),...,(X?70),(0,1),(0,X),..., (0, X" 1))

et I’ de sa base canonique C := (1, X,..., X"*P~1) On vérifie que la matrice de f dans les
bases B et C n’est autre que la transposée de la matrice S(A, B) de I’exercice précité. D’apres
le théoréme du rang, on a donc :

rang(S(A, B)) = rang(tS(A, B)) =rang(f) = n+p — dim(Ker f).

Il nous faut donc déterminer le noyau de f. Par définitionde f, ce noyau est formé des couples
(P,Q) € E telsque AP + BQ = 0.

Soit (P, Q) € Ker f, supposons (P, @) # (0,0). Onadonc P # 0 et Q # 0. L'égalité
AP + BQ = 0 implique D(A; P+ B1Q) =0, soit PA; = (—Q)B;.Comme A; AB; =1,
le théoréme de GauBl montre que By divise P (parce que By divise PA;). Il existe donc un
unique polynéme 7' € C[X] tel que P = TB;. Alors TB1A; = (—-Q)B;,d’od Q = —T'A4;.
De plus :

deg(P) = deg(T) +deg(B1) = deg(T)+p—d < p—1,

c’est-a-dire deg(7T) < d—1,etbiensir T'# 0.Si d =0, i.e. si AAB = 1, les conditions pré-
cédentes ne peuvent étre vérifiées, i.e. Ker f = {0}. Dans ce cas, le rang de S(A, B) est n+p,
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comme annoncé. Supposons d > 1. Nous venons de montrer que tout élément de Ker f est de
la forme (T'By, —T A1), ou T € Cy_1[X]. La réciproque est évidente : si T' € Cyq_1[X] et si
lonpose P:=TBy et Q :=—-TA;,onadeg(P)<(d—1)+(p—d) =p—1,de méme
deg(Q) <n-—-1,et PA+ QB = D(PA1 + QBl) = DT(BlAl — AlBl) =0.D’ou:

Kerf = {(I'B1,—TA:) | T € Cq_1[X]}.

Il est alors clair que T +— (T'By, —T A1) est un isomorphisme de Cy4_1[X] sur Ker f, ce qui
montre que Ker f est de dimension d. Il en résulte que le rang de S(A, B) est n +p —d, 1a
encore. D’ot la formule générale annoncée :

rang(S(A, B)) =n+p—deg(AA B).

Intéressons-nous maintenant aux éventuelles racines communes a2 A et B. Si z € C est
une telle racine commune, X — z divise A et B, donc aussi leur pgcd D. Dans ce cas,
d = deg(D) > 1. Inversement, supposons d > 1. D’apres le théoréme de d’ Alembert-GauB,
le polyndme non constant D € C[X] posséde au moins une racine z : D(z) = 0. Alors
A(z) = (DA1)(z) = D(2)A1(2) = 0, et de méme B(z) = 0. En d’autres termes, z est
une racine commune 3 A et B. La conclusion obtenue est la suivante : A et B possédent une
racine commune si, et seulement si, d > 1. Compte tenu des résultats précédents, on en déduit
les équivalences :

det(S(A, B)) =0 <= rang(S(A,B)) <n+p—1<=deg(AAB) > 1,

et chacune de ces conditions est équivalente a 1’existence d’une racine commune a A et B.

© Dunod 2018



Solutions des exercices 131

Module I1.8 : Initiation a I'algorithmique et au calcul
formel

IL.8.1 Soient m := 3 ¢b" et n:= > d;b’ les nombres a multiplier, avec ¢;,d; € [0,b — 1]
i=0 j=0
et ¢, d; # 0. On peut calculer le produit par la formule :

mn = (dym) + (dym)b+ - - - + (dym)bt.
Algorithme correspondant (abrégé) :

produit := d[0] * m ;
pour j de 1 a 1 faire

produit := produit + d[j] * m x b*j ;;
Nous écrirons |m| pour |mly, etc. Nous supposerons de plus que |n| < |m]| (quitte a
permuter m et n). Chaque multiplication d;m se fait en temps O(|m/|), car c’est une
multiplication par un nombre a un chiffre (succession de (k + 1) multiplications de deux

nombres a un chiffre et de propagations de retenues). Chaque multiplication par b’ se fait
en temps constant ©(1), car c’est un simple décalage sur les chiffres. Enfin, on additionne

successivement des nombres de tailles |m| 4+ 1, |m| + 2,..., jusqu’a |m| 4+ |n|. De la for-
[n] 1

mule > (jm| +14) = |m||n| + %, on déduit que le coit est bien O(|m||n|).
i=1

I1.8.2 Cet exercice concerne le théoreme de Lamé, son corollaire, et la remarque qui les précede.
Notons r := x mod y le reste de la division euclidienne = = qy + r. Tout diviseur commun
a x ety divise y et © — qy = r, donc x A y|y A r. Tout diviseur commun a y et r divise y
et qy+r=a,donc y Arjx Ay.Onadoncbien y A (z mod y) =z Ay.

Rappelons que Fy = 0, [} = 1, Fo = 1 et F5 = 2. On voit d’abord par récurrence
que tous les F; (¢ > 1) sont strictement positifs : c’est vrai pour ¢ = 1,2 et I'on uti-
lise la relation F;1o = F;4; + F; pour une récurrence a deux pas. Ainsi, pour ¢ > 1, on
a0 < F; = Fy49 — Fjy1 etla suite est strictement croissante & partir du rang 2.

On a, par construction, xx_1 > zp > xx4+1 = 0, d’ott 'on déduitque =, > 1 et 1 > 2.
L assertion xj_; > Fjyo est donc vraie pour 7 = 0, 1. On la prouve par récurrence a deux pas.
Si Th—(i=1) = Fiyq et xp_y > Fiyo, alors, d’apres I'inégalité x;_; > x; + x;41 de la preuve
du théoreme de Lamé, en remplacant ¢ par k — ¢, on trouve :

Th—im1 2= Thei + Th—it1 = Fip1 + Fiyo = Fiys,

qui est I’inégalité voulue au rang 7 + 1, achevant la récurrence.
Selon la méthode de I’exercice I1.5.6 de la page 276, on est conduit a rechercher les racines du

1+\/5 *\/5 1k
2 2

trindme X2—X —1 ;cesont p := ,et1’on sait que Fj, = ap®+a/p

etp =

pour des coefficients «, @’ convenables. Ces coefficients sont obtenus en prenant k£ = 0,1, ce

1 1
qui donne a + o’ = 0et ap+a'p = 1,dou a = et = ——, doula
p—p P —p
kE_ k
formule Fj = %
p—p
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N

Ainsi, log Fj, = klog p+log(1— (p_) ) —log(p—p') = klog p+ O(1), puisque
p

log Fy,

log p

/

< 1.

Comme klog p — +00, on abien log Fj, ~ klogp et k ~

I1.8.3 La taille de a* est égale a k|a| + ©(1) ; dans les calculs qui suivent, nous 1’assimilerons
a kl|al, ce qui ne modifie pas I’ordre de grandeur des résultats.
Le colt de la multiplication a”

néaires, O(k|al?). Le coft cumulé des multiplications successives de a jusqu'a a™ est

x a est, d’apres le modele des cofits bili-

n—1
n(n—1
donc |a|* Y k= gm 2 donc O(n?|al?).
k=1 2
Dans 1’exponentiation dichotomique, on passe de a® a a?* par une élévation au carré de

2k+1 il faut encore une multiplication par a, de cotit 2k|a|?.

cofiit k2|a|? ; pour passerde a* a a
Le coit total est donc de la forme C'(n) = c(n)|al?, ol le facteur c¢(n) vérifie les regles sui-
vantes : c(1) = 0; ¢(2k) = c(k) + k? ; enfin, ¢(2k + 1) = c(k) + k? + 2k. Ces relations
suffisent & déterminer toutes les valeurs de c¢(n) (donc de C'(n)). Quelques essais permettent
de se convaincre que c(n) est de 1’ordre de grandeur de n?. En fait, on a I’encadrement :
Vn € N* | n—2<c(n)< n2+2n.
4 3

La minoration est évidente, au vu des formules précédentes. La majoration se prouve par récur-
rence forte : un calcul montre que, si elle est vraie pour n = k, elle est encore vraie pour n = 2k
et pour n = 2k + 1 (grice aux relations ci-dessus). Pour un n > 2 donné, elle se déduit donc

de I’inégalité correspondante pour {gJ <n.

.84 OnaC(1)=0,C2n)=C(n)+1etC(2n+1)=C(n)+ 2.

On en tire I'encadrement 1 < C(n) — C (g) < 2, d’ou il est facile de conclure

que C(n) = O(logn). On peut cependant préciser cette estimation : notons, pour des
bits bo,...,bx € {0,1}, K(bo,...,bx) := C(bg + -+ + by2F) — k. Alors K(1) = 0
et K(bo,...,bg) = bg + K(b1,...,br) (on n’a fait que traduire les relations ci-dessus), et

I’estimation donnée dans le cours en découle immédiatement.

I1.8.5 Selon les six cas possibles, et dans 1’ordre d’écriture de 1’algorithme, le nombre d’échanges

O+1+2+1424+1 7 | L
6 = 6 et c’est aussi I’espérance

est0,1,2,1,2oul.Lamoyenne est

si les six cas sont équiprobables.

k1
I1.8.6 Sur [k, k+1],'inégalité Ink < Int < In(k+1) entraine In k < / Int dt <In(k+1),
k

n—1 n n
donc > Ink < / Int dt < ) Ink. On en déduit d’abord I'encadre-
k=1 1 k=1
ment : / Int dt < Z Ink < / Int dt 4+ Inn, puis (compte tenu de la primitive ¢tInt — ¢
1 1 1
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de Int) estimation: Y. Ink=nlnn—n+ O(lnn).
k=1
A fortiori, Inn! ~ nlnn.

I1.8.7 (i) SiI’on suppose ¢ < j, la formule correcte est, bien s, N(7; ;) = 2(j — i) — 1. Les
inversions qui interviennent dans 7; ; sont les couples (i, k) avec i < k < j, les couples (k, j)
avec i < k < j, etle couple (i,7). llyenadonc 2(j —i—1)+1=2(j —¢) — 1.

Soit ¢ € &,, ; nous voulons établir les formules :

N(o) —1sior > o1
N(o)+ 1sior < Opy1-

N(ooTgpt1) = {

Pour comprendre 1’argumentation qui suit, on peut adopter un langage intuitif pour décrire
1 ... 4

n .
- u y) : nous dirons que la valeur a € [1,n] est en

la permutation o = (

position i € [1,n] pour exprimer ’égalité a = o(i). Ainsi, les inversions o intervient la

valeur a correspondent d’une part aux valeurs o(i') = o’ < a dont la position 4’ est a droite

de a,i.e i’ > i, d autre part aux valeurs o(i”) = a” > a dont la position " est a gauche

de a,ie " <i.

L effet de 1a composition de o par 7 11 a droite est de permuter des valeurs quelconques en
S+ q q

positions consécutives. Ainsi :

_1...kk+1...n:>o (1 ...k kE+1 ... n
7= b .y TOThkt1l = b '

Tz ... a T a ey

Les valeurs autres que a et b a gauche de k,k + 1 sont les mémes que pour o, et il en est
de méme a droite. Aucune inversion mettant en cause d’autres indices que k,k + 1 n’a donc
été affectée. Par ailleurs, si a < b, il n’y avait pas d’inversion en ces positions et il y en a
maintenant une; si a > b, c’est le contraire : on retrouve la formule indiquée.

(ii)) Nous devons démontrer que le nombre moyen N, d’inversions d’une permutation

) — 1 . . p
de &,,, naturellement défini comme : N, := ~ > N(o), vérifie la relation de ré-
n ses,
v — n . .. .
currence : Npp1 = N, + 3 Comme on a construit une bijection (o,k) — (o, k)

de &, x {0,...,n} dans &,,;1, et que I'on a démontré I’égalité : N ((o,k)) = N(o) +k, le
calcul se déroule comme suit :

Npy1 = ﬁ Z Z(N(U)+k)

ceS, k=0

1 = 1 =
R IR 2kl ey P IP L

o€, k=0 c€S, k=0

S (04 ON(e) + —— 3 Mt D

|
ceS, (n+ 1)' eSS, 2

1
(n+1)!

1 1 nn+1)
*HUGZGHN(UH (n+1)!"! 2

— n
:NHJFE.
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I1.8.8 (i) De I’inclusion :
{jel,n]lji<o '(@)eto(j) >i} c{jel,n]|o(j) >i} =0 '[i+1,n],

on déduit que 0 < b;(0) < n —i.Deplus, > b;(0) estle cardinal de I’ensemble :
i=1
{(.) € Ll [ <o) eta(j) > ik

par changement bijectif d’indice de 7 en o (%), cet ensemble est en bijection avec I’ensemble :

{(i,) € [1,n]” | j < ieta(j) > (i)},

qui a, par définition, N (o) éléments.

(ii) On se donne des §; € [0,n — 4] pout i = 1,...,n, et ’on veut reconstituer la permuta-
tion o telle que B; = b;(0). Pour cela, on va successivement placer les valeurs n, ..., 1 (voir
I’exercice précédent pour la distinction entre valeur et position). L’idée est que b;(o) est le
nombre de valeurs b = o(j) plus grandes que la valeur 4 et dont la position j est plus petite
que la position o~1(i) de la valeur i, donc le nombre de valeurs plus grandes que i et situées
a gauche de ¢. La méthode suivie procede par insertions successives :

1. On place d’abord la valeur n arbitrairement.

2. Sif,-1 =0,iln’y aagauchede n — 1 aucune valeur plus grande : on place donc n — 1
a gauchede n.Si 8,-1 = 1,il y aa gauche de n — 1 une valeur plus grande, qui ne peut
étre que n : on place donc n — 1 a droite de n.

3. Supposons les valeurs n,n — 1,...,% + 1 placées les unes par rapport aux autres. On
insere parmi elles la valeur ¢ de maniére 2 laisser exactement b; (o) éléments a sa gauche
parmi ces n — ¢ éléments. Les (n — ¢ + 1) valeurs possibles de b;(c) dans [0,n — i]
correspondent aux (n — i + 1) positions d’insertion possibles parmi ces n — ¢ éléments
(de tout a gauche a tout a droite).

Il est clair que ce processus reconstitue 1’unique ordre possible des valeurs de o, et I’on a ainsi
explicité une réciproque a I'application o — (b,(0),...,b1(0)). Cette dernitre est donc une
bijection &,, sur {0} x {0,1} x --- x {0,...,n —1}.

A titre d’exemple, partant de (0,1,1,2,0,1), on obtient, par insertions successives,
les listes : (6), puis (6,5), puis (6,4,5), puis (6,4,3,5), puis (2,6,4,3,5), et en-
fin (2,1,6,4,3,5). Le lecteur vérifiera que le tableau d’inversions de la permuta-

. 1 2 3 4 5 6 . <1
tion (2 16 4 3 5) est bien (a I’envers) (0,1,1,2,0,1).

I1.8.9 Chaque passe qui a un effet diminue de 1 chacun des b;(0) qui n’est pas nul. La derniére
passe, sans effet, ne modifie rien parce que les b;(o) sont déja tous nuls. Le nombre total de
passes est donc 1 + max(by(0),...,by(c)). (Attention, ¢’est bien un max et non un min.)

810 SiP=ag+ -+aX%etQ=0>by+ -+b;X%notons P+Q =co+---+cqgX?¢;
les coefficients sont rangés dans des tableaux et I’algorithme s’écrit :

pour i de 0 a d faire
c[i] := a[i] + bI[i] ;;
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L’ algorithme est simple parce qu’il n’y a pas de propagation des retenues ! Le cofitest (n+1)C,
ou C' est le cofit de I’addition des scalaires.

I1.8.11 Soient d,e les degrés de P,@Q, et f = d + e le degré de PQ. Le nombre de termes

intervenant dans le coefficient de degré k de PQ, asavoir ¢ = Y a;bj, est I’entier :
i+i=k

Ny = {(i,5) €[0,d] x [0,¢€] | i+j =k}
= {ic[0,d] |0<k—i<e}
= card ([0,d] N[k — e, k]) .

Sik>f=e+d,ousi k <0, ce dernier ensemble est vide et N;, = 0. Pour analyser les
autres cas, nous supposerons que d < e, donc min(d, e) = d et max(d,e) = e.

1. Si0<k<d,alors [0,d]N[k—e k] =][0,k] et N, =k+1.
2. Sid<k<e,alors [0,d]N[k—e k] =]0,d] et Ny =d+1.
3. Sie<k< f,alors [0,d]N[k—ek]=[k—e,d]et Nn=f—-k+1.

Remarquez que, dans chaque cas limite £ = d et k = e, les deux formules applicables donnent
le méme résultat. Voici le calcul final :

k
k

f d—1 e f

SONe=) (k+1)+> d+1)+ > (f—k+1)

k=0 k=0 k=d k=c+1
LNy 2

=(d+1)(e+1),

comme prévu.

I1.8.12 Appliquons ’algorithme aux polyndmes A de degré d et B de degré deg B < d. On
pose Ag := A, A; := B, puis ’on effectue les divisions euclidiennes A; 1 = Q;A; + A;41.
L’algorithme s’arréte avec Ay # 0, Agxy1 = 0. Si 'on note x; := degA; — deg A;41,

le colit de la division euclidienne A;— ;1 = Q;A; + A;41 est deg@;deg A;, c’est-
a-dire x;—q1(x; + -+ + x). Le colt total est donc > xizj, et I'on a la
0<i<j<k

k
contrainte : > x; = d.
i=0

Il découlera du cours de L2 sur les fonctions de plusieurs variables que le maximum est atteint
2

——— (en admettant des valeurs non entieres
2(k+1)

lorsque les z; sont égaux, et qu’il vaut donc
d2
pourles x; !!!) On a donc certainement une majoration par 5 ce que nous pouvons montrer

«alamain » ; en effet, on a de toutes facons :

k 2 k
d2=<2$i> :Zx?—i—Q Z TiT; = 2 Z Ty,
i=0 i=0

0<i<j<k 0<i<j<k
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d’ou la majoration voulue. S’il y a beaucoup d’étapes (k£ grand), on approche donc le majo-
kd?
rant m ; mais si, par exemple, B est de degré e et divise A, le colit total est e(d — e)
d2
qui varie entre d — 1 et e

I1.8.13 (i) L’addition et la multiplication comportent chacune n? calculs de coefficients. Pour

I’addition de matrices, il y a donc n2

additions de scalaires. Pour la multiplication,
chaque > a; by ; comporte n multiplications et (n — 1) additions; il y a donc au to-
tal n?(n — 1) additions et n® multiplications de scalaires.

(ii) Le terme 7C'(n) provient des 7 multiplications de matrices de taille moitié plus petites et
le terme an? des 18 additions de matrices (a est donc le coiit de 18 additions de scalaires,
d’aprés la premiére question). Le raisonnement qui conduit a I’estimation C'(n) = O(n”),
ou B = log, 7 ~ 2,81 < 3, est alors exactement le méme que celui du théoréme qui fournit
I’estimation de I’algorithme de Karatsuba.
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Module Ill.1 : Géométrie dans les espaces affines

III.1.1 Toute application continue f : R — R admet des primitives. L’ensemble X des primi-
tives de f est donc non vide. Deux primitives difféerent d’une constante. Nous allons mon-
trer que X est un espace affine dirigé par R, I’application X x X — R étant I’application

——

(F1, Fy) — F1Fy := F5(0) — F1(0) (on aurait pu considérer la différence en n’importe quel
point étant donné que F5 — Fj est une fonction constante).

La relation de Chasles est vérifiée puisque

FiFy + B = (Fy(0) = Fi(0) + (F(0) — F(0)) = F3(0) — F1(0) = Fy .
Pour toute primitive F et tout réel C, il existe une unique primitive G de f telle
que FC = G(0) — F(0) = C : c’est I'application G : 2 — F(x) + C.
L’ensemble des primitives de f est donc un espace affine de dimension 1.

I11.1.2

Gy

Si k = 1, I’ensemble des points M tels que AM = BM est la médiatrice du segment [AB].
Supposons maintenant que k£ # 1. Ona AM = k- BM si, et seulement si :

AM? — k*BM? =0,
donc si, et seulement si :
(AM — kBM | AM + kBM ) = 0.

Considérons le barycentre G; de {(A4,1), (B, —k)} et le barycentre G5 de {(4,1), (B,k)}.
Alors :

AM — kBM = AG, + GiM — kBG, — kGiM = (1 — k)Gi M
et

AM + kBM = AGs + GaM + kBGy + kGaM = (1 + k)GaM.

B T
Par conséquent, AM = k - BM si, et seulement si, (GlM ] GQM) = 0, donc si, et seule-
ment si, M appartient au cercle de diamétre [G1G2]. Donc, le lieu des points M tels que
AM =k - BM est le cercle de diametre [G1G3].

ITL.1.3 Si M estle barycentre de {(A, ), (B,0)} avec a = 0 et 8 > 0, alors :
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et donc AM et BM sont colinéaires de sens opposés. Par conséquent, le point M appartient
au segment [AB].

Réciproquement, si le point M appartient au segment [AB], alors les vecteurs AM et BM

sont colinéaires, donc il existe « € R et 5 € R tels que («, 3) # (0,0) et:
aAM + BBM = 0.

Si « et (3 étaient de signes opposés, les vecteurs fT]\?f et ﬁ)/[ seraient de méme sens et donc M
n’appartiendrait pas au segment [AB]. Par conséquent, «v et 3 sont de méme signes, et quitte
a remplacer («, §) par (—a, —f3), on peut supposer qu’ils sont tous deux positifs. Cela montre
que o + 8 # 0 et que M est le barycentre de {(A, o), (B,5)}.

II.1.4 Soit G le barycentre de la famille {(4, 1), (B,1),(C,1),(D,1)}.Comme A; estle bary-
centre de la famille {(B, 1), (C, 1), (D, 1)}, la propriété d’associativité du barycentre montre
que G est le barycentre de {(A, 1), (A1, 3)}. En particulier, G appartient & la médiane AA; .
On montre de méme que G est le barycentre de {(B, 1), (B1,3)} et qu’il appartient donc a
la médiane BB; . De méme, G appartient aux médianes CCy et DD et les quatre médianes
sont donc concourantes en G.

III.1.5 Soit f larotation de centre A et d’angle «. Soit L la rotation vectorielle d’angle «. Alors,

pour tout point M de R%,ona:
—
Af(M) = L(AM).

Par conséquent, si M; et Mo sont deux points de R2,ona:

FOMy) f(Ms) = Af (M) — Af(My) = L(AM,) — L(AMy) = L(M;Ms).

L’application f est donc une application affine et 1’application linéaire associée est la rotation
vectorielle d’angle «.

III.1.6 Soit E et F' les espaces vectoriels qui dirigent respectivement X et Y, soit L 1’appli-
cation linéaire associée a f, soit Y’ := f(X’), soit E’ I’espace vectoriel qui dirige X' et
soit F' := L(E"). Alors, F’ est sous-espace vectoriel de F' (1’image d’un espace vectoriel par
une application linéaire est un espace vectoriel).

Soient B; et By deux points de Y. Alors, By = f(A;) avec A1 € X' et By = f(A3) avec
Ay € X'.Onadonc:

AjAs € E' et BBy = f(A1)f(As) = L(A1A3) € F.

Enfin,si B € Y/ et ¥ € F', alors B = f(A) avec A € X' et ¥ = L(@) avec 4 € E’.
Puisque X’ est un sous-espace vectoriel dirigé par E',ona A + 4 € X', et donc :

B+i=f(A)+Lu) =f(A+a)eY'

III.1.7 Les matrices de X sont exactement les matrices de la forme :

(10 2 1 1 -1 )
M<0 0)+a<0 1>+b<0 1 ) avec (a,b) € R=.
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Les deux matrices A := ( (2) 1 ) et B := ( (1) 711 ) ne sont pas proportionnelles. Elles

forment donc une famille libre de M3 (R). Par conséquent, X estun plan de M>(R) donné par

[ . ‘o . 1 0 . S
une équation paramétrique. Ce plan passe par le point 0 0 est il est dirigé par le plan

vectoriel engendré par les deux matrices A et B.

III.1.8 L’espace affine X := F(R,R) est dirigé par I’espace vectoriel E := F(R,R). Soit F' le
sous-espace vectoriel des fonctions impaires, c’est-a-dire les fonctions telles que :

f@)+ f(=x) =0
(on voit que F' est un sous-espace vectoriel de E' car il contient la fonction nulle, que la somme
de deux fonctions impaires est impaire et que le produit d’une fonction impaire par un scalaire
est une fonction impaire).
Soit Y C X TP’ensemble des fonctions f € F(R,R) telles que f(z) + f(—z) = 1. Cet
ensemble contient la fonction constante égale & 1/2 et n’est donc pas vide.
Si f et g sont deux fonctions de Y, alors :

(9= N@) + (9= f=2) = (9(z) + g(=2)) = (f(z) — f(~=x)) =0.
Par conséquent, g — f € F.
Si feYetsigeF,alors:
(f +9)(@) + (f + 9)(—x) = (f(z) + f(—=x)) + (9(z) + g(~2)) =1+ 0= 1.
Par conséquent, f+g €Y.
Cela montre que Y est un sous-espace affine de X .

IL.1.9 Soit X := F(R,R) I’espace affine dirigé par I’espace vectoriel E := F(R,R).
Il est facile de vérifier que 1’application :
L: F — R
h +— k(1) = h(0)
est une forme linéaire non nulle, car L(Ahq + he) = AL(hy) + L(ho) et L(Id) = 1.
Soit ¢ : X — R I'application f — f(1) — f(0). Cette application est une application affine,

I’application linéaire associée étant L. En effet, si f et g sont des fonctions de R dans R,
alors :

p(9) = () = (9(1) = 9(0)) = (F(1) = £(0)) = (9 = /)(1) = (g = £)(0) = L(g — f).
Comme I’application linéaire associée est une forme linéaire non nulle, on en déduit que :
Yi={feX|o(f) =1}
est un hyperplan affine de X .

III.1.10 La trace d’une matrice carrée est la somme des éléments de la diagonale. L’application
f: M,(R) — R qui a une matrice M associe sa trace est une application linéaire. C’est une
forme linéaire non nulle. C’est donc également une forme affine non constante. Par conséquent,
I’ensemble :

X :={MeM,R) | f(M)=2}

est un hyperplan affine de M,,(R).
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III.1.11 Une équation de la droite est donnée par :

x 1 -2
det | v 2 1 =0,
1 1 1
c’est-a-dire, x - (2—1) —y- (1+2)+1-(1+4)=0. Une équation de la droite est donc :
z—3y+5=0.

On vérifie d’ailleurs facilement que les points A et B appartiennent bien a cette droite en
substituant leurs coordonnées dans 1’équation.

III.1.12 Une équation du plan est donnée par :

det

N e 8
——_= 0 O
=N OO
—— O

c’est-a-dire :

—_

— O
—

x - det — 1y -det

_ =0
_= N O
— = O

—_

=0.

o

+ z - det

—_
—_ O O _ N O
—

N OO
—_O

0
+1-det| O
1

= O O
—_

Une équation du plan est donc y = 0, ce qui a posteriori se devine immédiatement puisque les
trois points A, B et C' ont leur coordonnée y qui est nulle.

III.1.13  Pour déterminer I’équation paramétrique d’une droite de R?, il suffit d’exprimer les va-
riables x et y comme fonctions affines d’une mé&me variable. Il est possible d’exprimer y en

fonction de x :
1
Y= 5 -

Une équation paramétrique de la droite est donc :

T

N w

T=A
_l_§)\ avec X € R.
Y=973

III.1.14 Pour déterminer I’équation paramétrique d’une droite de R3, il suffit d’exprimer les va-
riables z, y et z comme fonctions affines d’une méme variable. Il est possible d’exprimer y

et z en fonction de x :

y=—-x
{z2+2:p avec z € R.
Une équation paramétrique de la droite est donc :
T=A
y=-—A avec A €R.
z=—2+42\
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III.1.15 Pour déterminer I’équation paramétrique d’un plan de R?, il suffit d’exprimer les variables
x, y et z comme fonctions affines de deux variables. Ici, on peut exprimer z comme fonction

de x etde y :
z = 3x + 2y.
Une équation paramétrique du plan est donc :
T=A
Y=L avec (), u) € R%
z=3\+2u

III.1.16 Les trois points Ay, A5 et A3 appartiennent a la méme droite d’équation :
axr+by+c=0

si, et seulement si, le systtme suivant de trois équations 2 trois inconnues (a, b, ¢) admet une
solution non triviale :

r1-a+y1-b+1-¢=0

To-a+ys-b+1-¢c=0

r3-a+ys-b+1-c=0.

Donc, les trois points A;, Ao et As sont alignés si, et seulement si, le déterminant du systéme
est nul, donc si, et seulement si :

X1 Y1 1
det | xo w2 1 =0.
z3 ys 1

Enfin, Le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de la matrice transposée.

III.1.17 DLintersection P; N P, N Ps est un singleton si, et seulement si, le systeme suivant de trois
équations a trois inconnues (z, y, z) admet une unique solution :

ax+by+ciz+di =0
asx + bay 4+ coz +de =0
a3x + bsy + csz + ds = 0.

L’intersection est donc un singleton si, et seulement si :

a1 bl C1
det ag b2 Co 75 0.
az by c3

II1.1.18 Les quatre points A;, Ay, As et A, appartiennent 3 un méme plan d’équation
ax + by + cz + d = 0 si, et seulement si, le systéeme suivant de quatre équations a quatre
inconnues (a, b, ¢, d) admet une solution non triviale :

r1-a+yi-b+z1-¢c+1-d=0
To-a+ys-b+z9-c+1-d=0
rs-a+ys-b+z3-c+1-d=0
Tg-a+ys-b+z4-c+1-d=0.
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Donc, les quatre points Ay, Az, Az et Ay sont coplanaires si, et seulement si, le déterminant
du systeme est nul, donc si, et seulement si :

X1 Y1 z1 1

det | 72 %2 2 1)
3 Y3 z3 1
T4 Ya zg 1

I11.1.19

1. Posons F' := F; + Fy. Puisque D; et Dy ne sont pas paralleles, Fy # F» et donc,
la dimension de F' est égale a 2.

Soit A un point de D5 et soit X le sous-espace affine de R? passant par A et dirigé
par F'. C’est ’espace :
X =A+F={MeR*|AM € F, + K,).
Notons que X est un plan et que :
Dy=A+4+F, C X.

Soit A" un point de D; et soit L la partie linéaire de f (c’est la projection vectorielle
sur F' parallelement a F1). Comme I} C F,ona L(Fy) = F; . Par conséquent :

f(D1) = f(A") + L(Fy) = f(A") + Fy.

Donc, f(Dp) est une droite contenue dans le plan X et les droites f(D;) (dirigée
par Fy) et Dy (dirigée par F> # F1) ne sont pas paralleles. On en déduit que ces deux
droites s’intersectent en un unique point As.

D’une part, comme Ay € f(D1), il existe un point A; € Dy tel que f(A4;) = As.

—_— —_—
D’autre part, si M € Dy, alors A;M € Fy C F etsi f(M) = Ay, alors AyM € F+,
donc

A1A1::A1A24‘A2A1€AFL.
—— N
€F+ S

N —
Comme F et F* sont supplémentaires et comme A\ M € FNF+, ona A|M =0
ﬁ.Aliiﬂl.

Si By € Dyetsi Bye Dy,ona:

B1By = B1 A1 + A1As + Ay Bs.
eV N
c€F cFLt c€F

D’apres le théoreme de Pythagore, on a donc :

B Bo||” = A | + | Brds + ABo|” > Ao

. R T " —
avec égalité si, et seulement si, B1A; + A3By = 0. Les deux vecteurs B1A; € Fy

et Bo Ay € Fy ne sont colinéaires que si By A1 = Bo Ay = 0, c’est-a-dire, si A1 = By
etAQ::BQ.

II1.1.20 1l nous suffit de déterminer le projeté orthogonal de B sur la droite D et de calculer

HB?H . Soient (x,, z) les coordonnées du point C'. Puisque C appartient a la droite D, on
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a:
T =2\
y=1—2X\
z=1.

Tout plan orthogonal a la droite D a une équation de la forme 2x — y = d. Le plan orthogonal
a D passant par B a donc pour équation 2 — y = 1. Par conséquent 4\ — 1 + A =1, donc :

)\zg, xz%, yzg et z=1.
On en tire :
2 4\? 3\? , 46
|B¢| _(1_3) +(1_g) s(2-p= X

Par conséquent :

d(B,D) = \/46/5.

III.1.21 Soient D et D’ les deux directrices associées respectivement aux foyers F et F’ et
soit e € ]0, 1[ I'excentricité de I’ellipse. Un point M € R? appartient a I’ellipse si, et seulement
si, d(M, F) = e-d(M, D) si, et seulement si, d(M, F') = e-d(M, D'). Par conséquent, pour
tout M € & :

d(M,F)+d(M,F')=e- (d(M,D) +d(M,D")).

Comme tous les points de I’ellipse se trouvent entre les deux directrices et comme M D et M D
sont tous deux perpendiculairesa D et D', ona:

—
d(M,D)+d(M,D") = || AX||
avec A le projeté orthogonal de M sur D et A’ le projeté orthogonal de M sur D’. En effet,
—_— = — s I R
AA" = AM + M A" avec AM et M A’ colinéaires et de méme sens.

—
Le vecteur AA’ ne dépend pas de M. En effet, A € D, A’ est le projeté orthogonal
de A sur D'. Si B est un autre point de D et B’ son projeté orthogonal sur D’, alors

— —_— =
BB = BA + AA" 4+ A'B’ etdonc:
—_— -3 —
BB — AA'=BA+ A'B.
Le terme de gauche dirige 1’orthogonal de D et le terme de droite dirige D . Par conséquent,

/A A
les deux termes sont nuls. Donc BB’ = AA’.

IIL.1.22 Soient D et D’ les deux directrices associées respectivement aux foyers F' et F' et
soit e > 1 DIexcentricité de 1’hyperbole. Un point M € R? appartient a I’hyperbole si, et
seulement si, d(M,F) = e - d(M, D) si, et seulement si, d(M,F’) = e - d(M,D’). Par
conséquent, pour tout M € £ :

|d(M,F) —d(M,F')| = e-|d(M,D) — d(M,D")|.
Comme aucun point de 1’hyperbole ne se trouve entre les deux directrices et comme M 23
—
et M D' sont tous deux perpendiculairesa D et D', ona:
—
|d(M, D) —d(M,D")| = ||AA||
avec A le projeté orthogonal de M sur D et A’ le projeté orthogonal de M sur D’.

—
Comme dans I’exercice précédent, la norme de AA’ ne dépend pas de M .
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Module Ill.2 : Courbes paramétrées

II.2.1 Autemps ¢t = 0, les trois courbes passent par I’origine (0,0). De plus, les trois courbes
sont de classe C* au voisinage de ¢t = 0. Nous allons donc rechercher s’il existe deux vecteurs
non colinéaires ug et vy et deux entiers p et g tels que

~v(t) = (0,0) + tPA()ug + tTvg + tie(t) avec A(¢) " 1 et e(t)— (0,0).

wo-()ernsn(}) (1)

On peut donc considérer ug := (1,0), p = 3, vo := (0,1) et ¢ = 6. Comme p est impair et ¢
est pair, le point est un point ordinaire. La tangente est la droite qui passe par 1’origine et est
dirigée par le vecteur ug, c’est-a-dire I’axe des abscisses.

Ona:

On a

wo-(1)ee(1)ee(2) (),

On peut donc considérer ug := (1,0), p = 3, vp := (0,1) et ¢ = 5. Comme p et ¢ sont
impairs, le point est un point d’inflexion. La tangente est la droite qui passe par 1’origine et est
dirigée par le vecteur ug, c’est-a-dire 1’axe des abscisses.

Notons que

t2
i t2 Ft3e(t) et

Par conséquent,
0 2( 1 3 0 3
~3(t) = +t +1t +t°e(t) avec e(t) — (0,0).
0 1 -1 t—0
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On peut donc considérer ug := (1,1), p = 2, vy := (0, —1) et ¢ = 3. Comme p est pair et ¢
est impair, le point est un point de rebroussement de premiere espece. La tangente est la droite
qui passe par 1’origine et est dirigée par le vecteur ug, c’est-a-dire la premiere bissectrice.

111.2.2

=

Nous devons d’abord déterminer pour quelles valeurs ¢y on a H'y(t)H = +o00. En ce
—to

qui concerne i, cela se produit pour to = =1 et {y = Z£oo. Lorsque ¢ — 1, on a
x(t) — e/2.Ladroite d’équation © = —e/2 est donc asymptote 2 la courbe. Lorsque ¢ — —1,
on a y(t) — —1/2. La droite d’équation y = —1/2 est donc asymptote a la courbe.
Lorsque t — —oo, on a x(t) — 0. L’axe des ordonnées est donc asymptote a la courbe.
Enfin, lorsque ¢t — +00, x(t) et y(t) tendent tous deux vers +oo. Il nous faut donc étudier le
rapport y(t)/x(t). Notons que :

y() ¢

x(t) T el t5teo

Par conséquent, la courbe admet une branche parabolique horizontale.
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En ce qui concerne <2, il y a des branches infinies quand ¢ — —1 et t — —oo0.
Lorsque t — +o00, il y a un point d’arrét puisque y2(t) — (0,0). Quand ¢ — —1, x(t)
et y(t) tendent tous deux vers +oo, mais y(t)/x(t) = ¢ — —1. Par conséquent, il y a une

direction asymptotique y = —z. Pour déterminer s’il y a une asymptote, étudions la quantité :
te™t et
t t) = =e ' — e
vt +al) = S g = e
La droite d’équation y = —x + e est donc asymptote a la courbe. Quand ¢ — —oo0,

z(t) — —oo et y(t) — +oo. De plus, y(t)/x(t) = ¢ — —oo. Il y a donc une branche
parabolique verticale.

En ce qui concerne 3, il y a des branches infinies quand ¢ — 0 et quand ¢ — =oo0.
Lorsque t — 0, z(t) — +oo et y(t) = +o0. De plus :
¢ th+1

) _ Prl e

z(t) (13 +2)
Par conséquent, il y a deux branches paraboliques verticales. De plus, lorsque ¢t — +o0, x(t)
et y(t) sont tous deux équivalents a ¢2. Il tendent donc vers +oo et le rapport y(t)/x(t) tend
vers 1. Enfin, y(¢) — x(t) tend vers 0 ce qui montre que la droite d’équation y = z est
asymptote a la courbe.

ITL.2.3 L’ensemble de définition de z est R\ {1, —2} et celui de y est R\ {1}. On doit donc
étudier trois courbes définies sur les trois intervalles |—oo, —2[, ]—2, 1] et |1, +oo].

Il n’y a pas de symétrie particuliere qui permette de réduire I’ensemble d’étude.
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Etudions les variations de « etde yy. On a :
(1) = JSt2(t2+t—2) —t3(2t + 1)
(12 +t—-2)?
qui est du méme signe que 3(t2 +t — 2) — (2t + 1) = t> + 2t — 6. La dérivée de x s’annule

doncen —1+ \/7 et —1— \/7 , elle est positive en dehors des racines, négative entre les racines.
Ona:

, (2t —2)(t —1) — (£ — 2t)
Y (t) = (t _ 1)2

qui est du méme signe que 2t% — 4t + 2 — t? + 2t = t2 — 2t + 2. La dérivée de y est donc
toujours strictement positive. On obtient donc le tableau de variations suivant.

PR 17T -2 1 —1+7 +oo
' (t) + 0 — - - 0 +
—2(104+7V7) +eo te2 +oo
z(t) — \ \ /
— ~ 2(7v/7—10)
—00 —o0 —00 =5
Y (t) + + + + +
+00
. 8 __— +0oo . /
y(t) o) — 3 P ( T )
—00 — 3 0o

Il y a une asymptote horizontale quand ¢ — —2 puisque 2 — +oo et y — —8/3. Cette

asymptote est la droite d’équation y = —8/3. Lorsque ¢ — 1, z et y tendent tous deux vers
+oo et:
t2 —2t)(t+2
y_ By
x t3 t—1

/

Il y a donc une direction asymptotique y = —3x. De plus :

t? — 2t 3

y+3x = +3

t—1 " T(t—-1)(t+2)

3 — 4t + 312 4t(t+1) 8
= _

t-1(t+2) t+2 t=13
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Par conséquent, la droite d’équation y = —3x + 8/3 est asymptote a la courbe. Enfin, quand

t — +o00, x ~ t et y ~ t. Par conséquent, tous deux tendent vers +oo et comme y/xz — 1,
il y a une direction asymptotique y = . Comme :

2 — 2t t3 3 — 4t —¢3 —4t 0
e _ _ - —
Y t—1 (t-D(t+2) (E—D+2) (E—D)(t+2) totoo

la premiere bissectrice y = z est asymptote a la courbe.

III.2.4 Le domaine de définition de x et de y est R. Les fonctions sont périodiques de période 27 .
La fonction z est impaire et la fonction y est paire. On peut donc étudier la courbe sur I’inter-
valle [0, 7r]. On obtiendra alors toute la courbe par symétrie par rapport a I’axe des ordonnées.

Ona z/(t) = cos(t) et on calcule :

—2cos(t) sin(t) (2 — cos(t)) — cos®(t) sin(t) —  cos(t)sin(t) 4 —cos(t)
(2 — cos(t))? (2 — cos(t))”

On a donc le tableau de variations suivant.

t 0 /2 T
x'(t) + 0 -
1
x(t)
0 / \ 0
J® ] o - 0 + 0
1 1
(t)
y \ O /

Iy a un point stationnaire en ¢ = 7/2. Sil’onpose t = 7/2 + u,ona:

.2
sin”(u)
= t =\
x =cos(u) et y 2+ sin(u)
Par conséquent,
r=1- lu2 +ule(u) et y= v +ule(u) = lu2 - 1u3 +ule(u)
2 2+u 2 4 ’

Par conséquent,

(5)= (o) e () oo (L ) vt s et 0

Il y a une tangente dirigée par le vecteur (—1/2,1/2). Le point est un point de rebroussement
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de premiére espece.

I11.2.5
M
M/
P
1. Une équation de la droite (PM) est:
z —1 1
det | v 0 2t | =0,
1 1 1

c’est-a-dire, —2tx+2y—2t = 0. Par conséquent, si ¢t # 0,ona = y/t—1. Puisque M’
appartient au cercle C', ona 2 4+ y2 = 1, donc :

2
Yy )2 2 Yy Yy, o9
=—-1 =1 = —2= =0
(t ty 12 t+y
Y 2 _
<:>t—2((1+t)y72t)70.

2. Comme M’ # P,onay # 0 etdonc, (1 + t?)y — 2t. Par conséquent, si t # 0 :

2t . 2 ) 1—¢2
et r=——-5—-1=——=-
1+ ¢2 1+1¢2 1+ ¢2

Si ¢t =0, le point M := (1,0) appartienta C et donc, M’ = M = (1,0).

y:
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Lorsque ¢ parcourt R en croissant, le point M := (1,2t) parcourt la droite d’équation
2 = 1 en montant. Le point M’ parcourt C'\ P dans le sens trigonométrique.

I11.2.6

1. La fonction p : 6 — 14 cos(d) est périodique de période 27 et paire. On peut
donc I’étudier sur 'intervalle [0, 27]. On obtiendra alors toute la courbe par symétrie
par rapport & I’axe des abscisses. En effet, le point M de coordonnées x := p(6) cos(f)
et y := p(0) sin(#) appartient a la courbe si, et seulement si, le point M’ de coordonnées
p(—0) cos(—0) = x et p(—0) sin(—60) = —y appartient a la courbe.

Si 6 € 0,7, p(f) > 0. La courbe admet donc des points réguliers pour 6 € [0, 7[. De
plus, en # = 7, p ne change pas de signe. La courbe admet donc une tangente dirigée
par le vecteur u, = (cos(m),sin(w)) = (—1,0) (cette tangente est I’axe des abscisses)
et un point de rebroussement de premicre espece.

Comme la fonction p est bornée, il n’y a pas de branche infinie.

La fonction p est décroissante sur I’intervalle [0, 7] car sa dérivée, p/(f) = —sin(f) y
est négative. Par conséquent, p admet un maximum pour § = 0. Comme p(0) = 2, on
voit que la courbe est contenue dans le disque centré en 0 de rayon 2. Au temps 6 = 0,
la courbe admet une tangente dirigée par le vecteur vo = (—sin(0), cos(0)) = (0,1).
Elle admet donc une tangente verticale au point (0, 2).

FIGURE V.3.4 — La courbe définie en coordonnées polaires
par p(f) = 1+ cos(#) est une cardioide.

La fonction p : 6 — /2 cos(20) n’est définie que lorsque cos(26) > 0, c’est-a-dire
lorsque 6 appartient a un intervalle de la forme [—7/4 + km,w/4 + kn] avec k € Z.
Comme la fonction p est périodique de période 7 et paire, nous ramenons I’étude a
Iintervalle [0, 7/4] et nous compléterons la courbe par symétrie par rapport a 1’axe des
abscisses (ce qui permet de tracer la courbe sur U'intervalle [—7/4,0]) puis par symé-
trie centrale (ce qui permet de tracer la courbe sur 'intervalle [37/4,57/4]). En ef-
fet, le point M de coordonnées = := p(#)cos(f) et y := p(#)sin(f) appartient a la
courbe si, et seulement si, le point M’ de coordonnées p(6 + 7) cos(f + 7) = —x et
p(0 + 7)sin(6 + 7) = —y appartient a la courbe.

Si 6 € [0,7/4], p(6) > 0. La courbe admet donc des points réguliers pour 8 € [0, 7/4].
Comme p(7/4) = 0, la courbe admet une tangente passant par 1’origine et dirigée par le
vecteur ur /4. Cette tangente est la premiere bissectrice.
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La fonction p est décroissante sur I’intervalle [0,7/4] ; la courbe admet donc une tan-

gente verticale passant par le point (0, V2).

FIGURE V.3.5 - La courbe définie en coordonnées polaires

par p(f) = /2 cos(26) est une lemniscate.

3. Lafonction p : 6 ~ 14 cos(360) +sin?(36) est périodique de période 27 /3 et c’est une
fonction paire. Nous pouvons donc ramener 1’étude a I’intervalle [0, 7w/3]. Nous obtien-
drons la courbe sur Uintervalle [—7/3,0] par symétrie par rapport a I’axe des abscisses,
puis sur les intervalles [7/3,4m/3] et [47/3,27] en réalisant deux rotations centrées a
I’origine d’angles respectifs 27 /3 et 47/3.

=

De nouveau, la fonction p est positive sur [0, 7/3[ et admet donc des points réguliers sur cet
intervalle. En 7/3 la fonction p s’annule sans changer de signe. Elle y admet donc un point de
rebroussement de premiere espece.

Comme :
p'(0) = —3sin(30) + 6 sin(360) cos(36)
= —3sin(36)(1 — 2 cos(30)),

on voit que la fonction p est croissante sur I'intervalle [0, 7/9] puis décroissante sur I’inter-
valle [/9,7/3]. Elle admet donc une tangente verticale au point (2, 0) (quand 6 = 0) et une
tangente passant par le point %u,,/g et dirigée par le vecteur v, /9 (quand 6 = 7/9).
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III.2.7 La fonction :

1
acos(f) + Bsin(0)

p:0—

est définie si «vcos(#) + Ssin(f) # 0.

Si 8 =0, la fonction p est donc définie pour 6 # w/2 + km, k € Z. Si 8 # 0, la fonction p
est donc définie pour tan(f) # —«/ 3, ¢’est-a-dire pour 6 # arctan(—«/8) + kn, k € Z.
On suppose dorénavant que 6 appartient a I’ensemble de définition de p. Notons que le point
M (0) a pour coordonnées cartésiennes :

_ cos(6) . sin(6) .
~ acos(f) + Bsin(0) o y= acos(0) + Bsin(6)

On voit donc que azz+ Sy = 1 etle point M (#) appartient a la droite d’équation ax+ Sy = 1.

Réciproquement, soit M un point de la droite de coordonnées cartésiennes (z,y).
Soit & € [0,2n[ son argument et p € [0,4o00[ son module. Alors, z = pcos(d)
et y = psin(f). Par conséquent, ap cos(f) + Bpsin(f) =1 et :

_ 1

~ acos(f) + Bsin(f)

II1.2.8 Le point M (#) admet pour coordonnées cartésiennes :

x = p(f)cos(0) et y:= p(h)sin(6).
On a alors :
(z = a)? + (y — B)* = (p(6) cos(6) — )" + (p(0) sin(0) — B)*
= p(0)* — p(0) (2cccos(0) + 28sin(0)) + a® + B
—a?+ B2
Par conséquent, le point M () appartient au cercle de centre («, ) passant par (0,0).

Réciproquement, si M est un point de ce cercle, on note § € [0,27[ son argument
et p € [0, 400 son module. Alors, le calcul précédent montre que :

p* — p(2acos(6) + 28sin(6)) = 0.
Par conséquent, ou bien p = 0, ou bien
p = 2accos(f) + 28 sin(6).
Pour voir que tout point du cercle admet des coordonnées polaires de la forme :
p(0) = 2accos(0) + 23 sin(0),
il suffit donc de montrer qu’il existe 6 tel que 2« cos(f) 428 sin(#) = 0. Il suffit de considérer

pour cela 0, 'argumentde (v, 3) et de poser § = 0’ + /2. Alors, le vecteur (cos(6), sin(6))
est orthogonal au vecteur (v, 8) et donc le produit scalaire «cos(6) 4 5 sin(6) est nul.

IIL2.9 D’apres I’exercice I11.2.7, 1a courbe d’équation :
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est la droite D d’équation x = p(f) cos(d) = p/e. La conique de foyer (0, 0), de directrice D
et d’excentricité e est I’ensemble des points M tels que OM = e - d(M, D).
Considérons maintenant la courbe d’équation :

p(60) P

T 1+te cos(0)
Si e > 1, I’ensemble de définition de cette courbe est R. Si e = 1, la fonction p n’est
pas définie pour § = 7w + 2km, k € Z. Si e < 1, la fonction p n’est pas définie quand
cos(f) = —1/e, c’est-a-dire si § = arccos(—1/e) + 2km ousi § = — arccos(—1/e) + 2k,
k € Z. On suppose dorénavant que 6 appartient a I’ensemble de définition de p.
Si M () est le point de coordonnées polaires ¢ et p(6), alors :
p
OM = |p(0)| = | ————
(0)] ’1+ecos(9)’
et
peos(d)  p

-d(M, D) = e|p(f) cos(0) — Z! = }Tm(m e

N
e(1+ ecos(f))

Par conséquent, le point M () appartient a la conique de foyer (0,0), de directrice D et
d’excentricité e.

Réciproquement, soit M un point de cette conique. Considérons d’abord le cas ou M se trouve
du méme c6té de D que I'origine. Soit § € [0,27] I"argument de M et p € [0, 400 son
module. Alors :

p=0M=e-dM,D)=¢ (Z_; - pcos(@)) .

- r

1+ ecos(f)
Considérons maintenant le cas o M se trouve a droite de D (ce qui ne peut se produire que
si e < 1, c’est-a-dire si la conique est une hyperbole). Dans ce cas, soit § 1’argument de M
augmenté de 7 et soit p 1’opposé du module de M . Alors :

p

p=-0OM =—e-d(M,D)=—e (—pcos(@ —m) = 1—)) =e (E - pcos(@)) .
& &
On retrouve la méme équation que précédemment :
_ p
p e S
1+ ecos(0)

IL.2.10 1. Posons v(t) := (3t,3t2). Alors, v/ (t) = (3,6t) et:

7/ ()] =3V1+4t2.

Par conséquent, la longueur de la courbe paramétrée par t € [0, 1] — (3t, 3t?) est :

1 1
[hoja=s [ Vivia
0 0

Le calcul de la primitive est un peu compliqué. On peut par exemple observer que :

1+4t2—1+4t2—1 2 +t- T
VI+4t2 2. /1+ (2t)2 V1 +4t2
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De plus, notons que :

/ 4t
val +4t2) S
( 14 4¢2

Par conséquent, une intégration par partie donne :

1
/ V1+4t2dt = [argsh(Qt)} + (V1 + 4] — / V1+4t2dt.
0
La longueur de la courbe est donc égale a :

3 3
1 argsh 2 + T\/_

2. Posons maintenant y(t) := (cost + cos? t,sint + sint cost). Alors :
7'(t) = (—sint — 2sint cost, cost + cos® t — sin®t)
= (—sin(t) — sin(2t), cos(t) + cos(2t)).
Par conséquent :
Hy’(t)H2 = 2(1 + sin(t) sin(2t) + cos(t) cos(2t)) = 2(1 + cost).

On voit donc que la longueur de la courbe est égale a :

\/5/ V1 + cos(t) dt.
0
On fait le changement de variable u = cost de sorte que

du = —sintdt = —/1 — u2dt.

Alors :
T —1

—du
1+ cos(t) dt 1+ u—
| Vi@ | -

_ L du

N —1 1—u
[ Viu] e
B 2 |, 2

La longueur de la courbe est donc égale a 1.

II1.2.11 Toutd’abord,on a:

! 1 a 1 —y
"= (2,y), ?:7 = < > et ﬁ7< )
7= (@hY) Bl /o2 142 \ Y /272 g2 \ &

Par conséquent :
, 1 / "
T — —§(zl2 )220 "+ 2y ( i ) ¥ (2 +y/2)_1/2< 17// )

_ 1 —x (z/$//+y/y//)+ //($/2+y/2)
@ g7\ @+ )y 4 )

a'y" —y'z" —y
= (22 + y2)3/2 < ! )
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Si s désigne une abscisse curviligne paramétrant la méme courbe géométrique orientée que -y,

ona:

SI — ZCI2 + y12.

d? B ?/ B x/y// _ y/x//

ds _?_W

Par conséquent :

On a donc :
_ x’y” _ ylwll .
(22 + y2)3/2

I1.2.12 11 suffit de reprendre le résultat de I’exercice précédent avec x(t) =t et y(t) = f(t). On
a ZCI — 1’ yl — fl’ ZC” :0 et y/I — fl/ d’otl.

i ! a0 fl/

- ($’2+y’2)3/2 - (1+f’2)3/2.

111.2.13 1. Tout d’abord :

/

T
el
Par conséquent :

"

/ 1
=14 (—§(v’lv’)‘3/22(7’|7”)) '

el
_ Y
Il 7112
On a donc :
H?’HQ _ Iy n RARCARDS 20 1Y )’
17112 NI 11
_ VIR = G T2

[Iv'[I*
D’autre part, si o désigne 1’angle que font les vecteurs 7’ et 7"/, ona:

"||25in2a

Y A1 =117l
= 17 [P (1 = cos® )

(' [4")?
— PP (1=

oIk

//||2 _ (’Y/ | ’YH )2-

= Y1l
Par conséquent :

H? H I AN ||

2
B
Si s est une abscisse curviligne paramétrant la méme courbe géométrique que <y, on a

' = [||. Dou -
d?

ds

T _ Ayl

R
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2. Pour déterminer la torsion x, nous allons utiliser la formule :

AN __ 7B

TZ_(dﬁ

qui implique :

1 I
§>27Wﬂﬁ\§y

ds
Notons que
!
ToT w Fe L aviny
o © ||?’|| 7 K
avec
(ol (' 19")
A=g——— e Bi=—7F7———"—0"
v © VI T A

Par conséquent :

B=TAN= A v A"

ol

est orthogonal au plan engendré par + et 7. De plus :

!/
ﬁ :A/’Y/I+A'}/I/I+BI')/I+B’Y”.

Donc :

(N | B) = (Aw

A ’}//\ //) _ H'Y/H'('Y//\'Y” | 'YW)
vl v Avy"1I2

Finalement :

e LW B)- -0 ™).

Iodl v A~"|2

IIL.2.14 On va utiliser les résultats de I’exercice précédent. On a :

1 0 0
yoy=| 2 |, v=| 2| e y"@®)=| 0
3t2 6t 6

Par conséquent :

2
6t 2v1 + 912 + 92

"AY'(t)=| —6t t k() = :
Y v ( ) ) € ’i( ) (1+4t2+9t4)3/2
De plus :
3
N "y _ 19 t t) = — .

© Dunod 2018



Solutions des exercices 157

II1.2.15

1.

(b)

©

(d)

(a) Comme ?, ﬁ et § sont des fonctions dérivables, la fonction GG est elle-
méme dérivable. On a :

G =

En utilisant :

?/:mﬁ, ﬁ/:—ﬁ?—Tﬁ et E/:Tﬁ,

on voit que :
0 2K 0 0 O 0
-« 0 -1 kK 0 0
;. 0 T 0 0 =« 0
G = 0 -2 0 0 —-27r O G.
0 0 -k T 0 -7
0 0 0 0 27 0
11 suffit de vérifier que :
0 2Kk 0 0 O 0 1 0
—K 0 -7 k 0 0 0 0
0 T 0 0 =~ 0 O _| O
0 -2« 0 0 —-27r O 11 10
0 0O - 7 0 -7 0 0
0 0 0 0 27 0 1 0

La fonction constante égale a (1,0,0,1,0,1) et la fonction (?, ﬁ, ﬁ) coincident
en sq car (ug, v, wo) est une base orthonormée. Ce sont deux solutions de la méme
équation différentielle linéaire a coefficients constants. Puisqu’il y a unicité de la so-
lution maximale qui prend la valeur (1,0,0,1,0, 1) au temps sq, les deux fonctions
coincident. Ainsi, pour tout s € J :

(T|T)

1
(?I ) 0
(T | B) oo
NN |
(N |B) 0
(B B) !

Pour tout s € J, (?(s), ﬁ(s), ﬁ(s)) est une base orthonormée de R3.

Comme les fonctions 7 ﬁ et ﬁ sont continues, le déterminant de la matrice
( T N B ) est continu. Comme la base (?(s),ﬁ(s),ﬁ(s)) est une base

orthonormée pour tout s € J, ce déterminant vaut +1 ou —1.
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Comme la base (7(50), ﬁ(so), ﬁ(so)) est orthonormée directe, le déterminant de

la matrice ( ? NZ E’ ) vaut +1 en sg.

La fonction det ( ? ﬁ § ) est donc constante égale a +1. La base
(?(s), ﬁ(s), ﬁ(s)) est donc orthonormée directe.

Comme la longueur du vecteur (?(s), ﬁ(s),ﬁ(s)) est bornée sur J (en fait

constante égale a \/§ ), la solution maximale est définie sur I, i.e. J = I.La courbe
~: I — R3 définie par :

v(8) :=v + /S ?(t) dt

est un paramétrage normal car H?H = 1. Comme ﬁ’ = fn? — T§ et comme

ﬁ’ =T ﬁ, les fonctions ﬁ et ﬁ sont de classe C!. Comme ?’ = mﬁ,
la fonction ? est de classe C2. Sa primitive v est donc de classe C3. De plus,

comme ?(s) = v/(s), comme x > 0, comme T’ = kN et comme (?, NZ, ﬁ)

est une base orthonormée directe, le repere de Serret-Frenet de v au temps s est

(v(s); ?(s), ﬁ(s), ﬁ(s)) et la courbure de ~y est . Enfin, comme B = Tﬁ, la
torsion est 7.

Au temps sg, ?1 = ?2 = ug, ﬁl = ﬁg = g et ﬁl = ﬁg = wq = Ug N\ Vg.

La base (ug, vg,wp) est orthonormée directe, et donc :
f(s0) = (ug | uo)+ (vo | vo) + (wo | wo) = 1.
De plus :
;= (T4 | To) + (T1| Th) + (N1 | N2)
+ (No [ Ny) + (Bi| Ba) + (B | By)
= k(N | Ta) +6(T1 | No) = (T | No) —7(B1 | Na)
— k(N1 | Ty) = 7(N1 | Ba) + (N1 | Ba) +7(B1 | Na)

=0.
Puisque la dérivée de f est identiquement nulle, la fonction f est constante égale
a f(s0).
Comme tous les vecteurs sont de norme 1, les trois produits scalaires sont infé-
rieurs ou égaux a 1, avec égalité si, et seulement si, ?1 = ?2 et ﬁl = ﬁQ
et B 1= 32. Comme la somme des trois produits scalaires est égale a 3, ils sont

tous trois égaux a 1. Par conséquent, ?1(5) = ?2(5) pour tout s € I et les
courbes y; et 2 coincident.
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Module IV.1 : Nombres réels suites numeériques

IVi.1

1. Lapartie A est non vide et majorée par n’importe quel élément de B (et il en existe
puisque B est non vide). Donc A admet une borne supérieure ««. Comme tout élément b
de B majore A, ona « < b puisque « est le plus petit des majorants de A. Ainsi « est
un minorant de B et un majorant de A, ce qui donne :

Vae A, Vbe B, a<a<b.

Soient K un corps vérifiant cette propriété et A une partie de K non vide majorée.
Alors I’ensemble B des majorants de A est non vide et tout élément de B est supé-
rieur ou égal a tout élément de A. Par hypothese, il existe donc un élément = de K tel
que Va € A, Vb€ B, a < x <b.Donc z est un majorant de A et tout majorantde A,
c’est-a-dire tout élément de B, est supérieur ou égal a x. Ainsi, x est le plus petit des
majorants de A, c’est-a-dire la borne supérieure de A.

Donc K vérifie la propriété de la borne supérieure.

Soit A une partie non vide majorée d’un tel corps K. On peut donc prendre un élé-
ment de A, que 1’on note ag et un majorant de A que 1’on note by. Supposons
construits ag < a3 < -+ < a,, dans A et bg > by > --- > b, des majorants de A.
Considérons z := (a,, + by,)/2.

e Si z estun majorantde A, on pose a1 = @y €t byl =T

e Sinon, il existe un élément de A supérieur & x ; notons-le a1 .

Alors byy1 = ang1 + (b — an)/2 >  + (bp — an)/2 = by, donc b, 41 est un
majorant de A.

Dans les deux cas, on a construit a,;; dans A et b,;; majorant de A tels

que an < an41 < anrl < ap et bn+1 — Qp41 = (bn - an)/2

Par hypothese sur K, il existe ¢ € K tel que Vn € N, a, < ¢ < b,. Montrons que ¢

est la borne supérieure de A.

Tout d’abord, puisque K est archimédien, pour tout € > 0 dans K, il existe un entier n

tel que b, — a, = (bg — ag)/2" < €.

e Soit z < c.Prenons n tel que b, —a,, < (c—z)/2.Alors c—a,, < b,—a, < c—x,
donc a, > z. Cela prouve que = n’est pas un majorant de A. Comme K est tota-
lement ordonné, on en déduit que tous les majorants de A sont supérieurs ou égaux
ac.

e Soit & > c. Prenons n tel que b, —a, < (x—c)/2. Alors b, —c < b, —a, < x—c,
donc b, < x. Cela prouve que x n’est pas dans A et donc, de la méme fagon que
précédemment, que tout élément de A est inférieur ou égal a c.

Ainsi, ¢ est bien le plus petit des majorants de A et K vérifie la propriété de la borne

supérieure.

Iv.1.2

1. Onsuppose que /p++/q = a/b,avec a,b € N*. On en déduit /g = § — /p, puis
q= ‘;—2 —2¢p+pet /p=g+(p— q)% € @Q, d’ou une contradiction.

Notons a := v2 4+ V3 + 5. 0na (a — v2)? = (V3 4+ v5)? = 8 + 215, puis
a? —2v/2a — 6 = 2¢/15 et (a® — 2v/2a — 6)% = 60. On en déduit :

a* — 4a® — 24 = 4v2a(a® - 6).
On raisonne par 1’absurde. On suppose @ rationnel. Alors a®> — 6 = 0, sinon /2 serait

rationnel. On en déduit —12 = 0, donc une contradiction.
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3. Onsuppose %/n = p/q,avec p € N et ¢ € N* premiers entre eux. Alors p™ = ng™,
donc n divise p : p=np’ et n™ " 1p'™ = ¢™.Oaa m—1> 1, donc n divise ¢ etI’on
a une contradiction.

IV.1.3 Soit n = pi'p3?...p%m la décomposition en facteurs premiers de n (unique a ’ordre

o . . 2 /2
pres). Si les entiers oy, ag, ...,y sont fous pairs, \/n = p‘fl/ pS2 ... pm /

non, il existe au moins un «; impair. Nous allons montrer qu’alors /n est irrationnel.

est entier. Si-

Ona /p?7*1 = p7,/p, on en déduit qu’il suffit de traiter le cas ol la décomposition en facteurs
premiers de n est de la forme n = p1pa ... pk-

On raisonne par I’absurde en supposant que n = a/b, ol a et b sont des entiers strictement
positifs premiers entre eux. On a b?p;ps ... pr = a®. Soit p un diviseur premier de . Il ne
divise pas b, c’est donc 'un des p; (8 € [1, k]). Supposons par exemple que p = p; . On écrit
a=pa',dou b2py...pr = pa’?. Ainsi p divise b%ps . .. pr, ce qui est impossible (il ne divise
pas b, niles pa,...,pr).

Inversement, il résulte immédiatement de ce qui préceéde que si /n est irrationnel, il existe au
moins un ¢, impair.

IV.1.4  Supposons que In3/1n2 = a/b, avec a et b entiers strictement positifs.

Alors bIn3 = aln2, relation équivalente 2 3° = 2. Cette derniére égalité est impossible :
elle entrainerait que 2 divise 3.

IV15 1. Onnote 7:=€%7™/5 Ona,enutilisant 7™° =let 7 #1: 7+ 72+ + 74 = —1.
En utilisant les formules d’Euler, on obtient :
27 T4+ 71 T+ 7t 47 T2 4 772 244
cos — = = et cos— = =
5 2 2 5 2 2

27 r 1 1
cos == + cos — = §(T+T4+T2+T3) =-3
cos%rcosl%7r = i(T3+T4+T+T2) = 72
Par suite cos 27 /5 est une racine de 1’équation du second degré 4X2 +2X — 1 = 0 et,
puisque cos27m/5 > 0, ona cos2m/5 = @ (la moitié de I’inverse du nombre d’or).
Le réel \/3 est irrationnel, donc cos 27 /5 1’est aussi.
Variante. Posons a := cos 2+ On a cos & = 2a® — 1.

A partirde —1/2 = cos Z& + cos &£ = a + 2a® — 1, on obtient 4a® + 2a — 1 = 0.

2. Nous allons montrer que cos 27 /7, cos4n /T et cos6m/7 sont solutions d’une équation
du troisieme degré a coefficients entiers en calculant leurs fonctions symétriques élémen-

taires. On note w := ¢2™/7. Ona w + w? + w® + w* + w® + wb = —1. En utilisant les
formules d’Euler, on obtient

2 4 6 1
(;0377r +cos77r +cos77r :§(w+w6+w2+w5+w3+w4):71/2,
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2T 47 + 2 6 " 47 6m
COS — COS — + COS — COS — + COS — COS —
7 7 7 7 7 7

(W? +w® +w+w!) + (W + 0’ +w® +w?) + (W° + W’ +w + w?))

=N =

(w+w2+w3+w4+w5+w6):—%,

2 4 1
cos 77r cos 77r cos 677T = —(w+ W) (W? + W) (W + w?)

ool

1 1
= g(w6+1+w2+w3+w4+w5+1+w): g(2—1):

Ainsi cos27/7, cos4m/T et cos6m/7 sont solutions de X® + $X% — 1X — 1 =0,
ou de facon équivalente de 8X3 + 4X2 — 4X — 1 = 0. Posons 2X = Y. On
a 8X3 +4X% —4X -1 = Y3 +Y?2 - 2Y — 1 et 2cos27/7 est solution de
Y34+Y2-2Y -1=0.

4

Variante. Posons a := cos 2%+ On a cos & = 2a® — 1 et cos & = 4a® — 3a .

A partir de —1/2 = cos Z 4 cos T 4 cos & = a+ 2a% — 1+ 4a® — 3a, on obtient
8a3 +4a? —4a—1=0.

Montrons que Y3 + Y2 — 2Y — 1 = 0 n’admet pas de solution rationnelle. On rai-
sonne par I’absurde. Supposons qu’il existe p € Z et ¢ € N* premiers entre eux tels

que p/q soit solution de Y3 + Y2 —2Y — 1 = 0.0na Z + % — 22 — 1 = 0,
donc p3 = q(—p? + 2pq + ¢?). Par suite g divise p? et, puisqu’il est premier avec
p, on a nécessairement ¢ = 1 et p/¢ = p. Donc 2cos2w/7 est entier. Puisque
0 < 2cos27/7 < 2,1aseule valeur possible est 2 cos2r/7 = 1. Mais 1 n’est pas racine
de Y3+Y?2—2Y —1 = 0. On aboutit donc a une contradiction. Par suite 2 cos 27/7 ¢ Q

et cos2m/7 ¢ Q.

IV.1.6

1. Notons K := {a +bv/2 € Q| a,b € Q}. On vérifie facilement que c’est un sous-
anneau de R. On a (a + bv/2)(a — bv/2) = a® — 2b% et a® — 2b> = 0 si, et seulement
si, (a,b) = (0,0) (car v/2 ¢ Q). Par suite, si (a,b) # (0,0), a + by/2 est inversible
dans R et son inverse est m(a — b\/§) € K. Donc a + bv/2 est inversible dans K
et K estun sous-corps de R ; muni de la relation d’ordre induite par celle de R c’est un

corps totalement ordonné. On a /2 ¢ Q, donc K # Q. Par ailleurs K est dénombrable
et R ne I’est pas, donc K # R.

Soit L un corps tel que R C L C C, I’inclusion R C L étant stricte. Il existe a,b € R,
avec b # 0, tels que a + bi € L. On en déduit que 7 € L.
Supposons qu’il existe une structure de corps totalement ordonné sur L.

Ona—-1=42>0et1>0,donc 0=—1+1> 0 et une contradiction.

IV.1.7 Si x € R est positif, il existe y € R tel que y> = . Ona f(z) = f(y?) = f(y)? > 0.
Ainsi f(R+) C R+.
Siz<a', 2’ —x>0,donc f(a') — f(z) = f(z' —x) 2 0et f(z) < f(2'). Par suite f est
croissante.
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Ona f(1) =1, donc, pourtout n € N*, f(n) = f(1)+---+ f(1) =n.Ona f(0) =0 et
0= f(n—n)= f(n)+ f(—n) =n+ f(—n), donc f(— ) = —n. Ainsi f induit Iidentité
sur Z.On a, pour tout ¢ € N*, 1 = f(qq~ 1):f(q)f( Y =qf(q71),donc f(g~!) =q7 L.
Pour tout p € N,ona f(pg~!) = f(p)f(¢~!) = pg~ . Ainsi f induit I’identité sur Q.

Soit & € R. En utilisant la remarque de la page 518, on a, en notant A, :={r € Q | r < a},
sup A, = «. Puisque A, C Q,ona f(A4,) = A,

Puisque f est croissante, f(«) est un majorantde A, . Montrons que c’est le plus petit. Sinon,
il existerait un majorant 5 de A, tel que 5 < « et, par suite un rationnel 7 tel que 8 < r < «.
On aurait € A, et une contradiction. Ainsi f(«) estlaborne supérieurede A, et f(a) = a.
Donc K =R et f est I’identité.

Soient g1, g2 : R — L deux isomorphismes du corps K sur le corps L. Alors 91_1 :L—-R

est un isomorphisme de corps et g; 1o go est un automorphisme du corps R. Donc g1 Logs
est ’identité et g1 = go.

IV.1.8 Le lecteur pourra se persuader des encadrements ci-dessous en considérant le pavé rectangu-
laire décrit par le couple (x,y) et les différentes courbes de niveau définies par les expressions
xty,xyetaly.

1. Ona —1< x+y < 4, les bornes étant atteintes pour (3, —4) et (6, —2).
2. Onab5 <z —y < 10, les bornes étant atteintes pour (3, —2) et (6, —4).

Comme z > 0 et —y > 0, on peut multiplier les inégalités 3 < z < 6et 2 < —y < 4
terme & terme, ce qui donne 6 < z(—y) < 24 etdonc —24 < zy < —6, les bornes étant
atteintes pour (6, —4) et (3, —2).

4.  On peut commencer par encadrer f% : % < 75 < % et de la méme facon que ci-dessus,
: __6 3
on obtient —3 = —3 < % < -3

1V.1.9 1. Ona:

B ni(\/n+ —Vn)(WVn+1++n) 1 1
Vit l-vi= Vit l+yn R ES TN N

et

A VAE DAV ) 1 1
NZENIES T Vitva1 3

2. En additionnant les doubles inégalités de la question 1 pour n variantde 1 a 10000, on

Vn—vn-—1

obtient :

10000 10000 4 10000

S ATV < 3 g e S (V- Va),
c’est-a-dire /10001 —1 < a < /10000, d’ o1 99 < a < 100. Par suite la partie entiere
de a est 99.

IV.1.10 1. On vérifie que A est un sous-anneau de R. On en déduit o™ € A.
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Onal < \/5 < 3/2,donc 0 < a < 1/2. On montre par récurrence que, pour tout
n € N*, 2" > n. Par suite o < 1/n.

Pour tous z,y € R tels que 0 < z < y, il existe n € N* tel que 1/n < y — z et’ona
a" <y—zx.

On peut supposer 0 < z. (Si z < 0, on s’y ramene en considérant
0 < min(—y,0) < —z.) D’apres la question précédente, il existe n € N* tel que
0 < a™ < y—x.D’apres la propriété d’ Archimede, il existe m € N* tel que x < ma™.
On peut supposer m minimal et ’on a alors (m—1)a™ < < ma™. Posons a := ma™.
Onaa € Aet,enutilisant 2, a = (m—1)a"+a” <z+y—z=y,donc z < a <y.

Iv.1.11

1. Si G={0},alors G =aZ avec a := 0.

Comme on suppose G # {0}, il existe un élément x € G non nul et alors —z est aussi
dans G. Ainsi, |z] € G et > 0. Lensemble A := {x eG ‘ T > 0} est donc une
partie non vide de R minorée par 0, ce qui donne I’existence de a := inf A > 0.

T

a) Puisque a > 0, ona 2a > a.D’apres la proposition 3 de la page 513, il existe donc
r € Atelque a <z < 2a.
Montrons que x = a. On raisonne par 1’absurde. Supposons a < z. Alors, il existe
yeAtlquea<y<azetlonal<z—y<2a—a=aetx—yec A On
aboutit a une contradiction.

b) Supposons toujours a > 0. Alors a € G d’apres la question précédente. Comme G
est un groupe, aZ C G (aZ est le sous-groupe de R engendré par a d’apres la
proposition 16 de la page 122).

Inversement, soit z € G. Posons n := FE(x/a). D’apres la définition de la partie
entitre,ona 0 < x —na < a.0r, x —na € G puisque x et na sontdans G. Par
définition de a on ne peut pas avoir 0 < z —na < a,donc x =na € aZ.
Finalement, G = a Z.

Supposons ¢ = 0 et montrons que G est dense dans R. Soient x et y dans R tels
que * < y. Comme infA = 0 < y— z,ilexiste 2z € A tel que z < y — x.
Prenons alors le plus grand multiple de z strictement inférieur a y, c’est-a-dire n z
avec n := F(y/z) — 1. Comme n est le plus grand, on a (n + 1)z > y, ce qui
donne nz > y—2z >y — (y—x) = x etdonc nz est un élément de A strictement
compris entre x et y.

Donc A est dense dans R.

Iv.1.12

k k
1. On aévidemment 0 € B (k := 0). Soient by := 3 ;Z; et by := 3 ;Z; , avec

ki,ko € Z et n1,ne € N. On peut supposer ny > ni,on a alors :

k17r kQW (2”2_7“ kl — k2)7r km
bl - b2 = - = = )
3.2™m 3.2n2 3.2m2 3.27
avec k := 2™ ™k — ko € Z et n := ny. Par suite by — by € A. Ainsi B est un
sous-groupe de R.

On choisit £ := 1 et n € N. On obtient ainsi une suite (z,,) d’éléments de B, en
™

posant x, := 35 Les x, sont strictement positifs et la suite (x,,) tend vers 0. On
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pose A := BN]0,+oo[. La borne inférieure de A est 0. En utilisant I’exercice IV.1.11,

on en déduit que B est dense dans R.

L’ensemble B est dénombrable. Montrons que R \ B est dense dans R. On raisonne par
I’absurde. On suppose que R \ B n’est pas dense dans R. Il existe donc a,b € R, a < b
tels que ]Ja,b[N (R\ B) = @. Alors |a,b[ C B. Mais |a, b[n’est pas dénombrable et a
fortiori B ne I’est pas non plus. On aboutit a une contradiction. Ainsi R \ B est dense

dans R

2. Lapplication f est continue. On vérifie qu’elle est surjective. On en déduit que f(B)
et f(R\ B) sont denses dans [0, 1] en utilisant la proposition 35 de la page 545.

IV.1.13 1l suffit de résoudre la seconde question. Si € > 1, il est clair que n > 2 suffit, puisqu’alors
2n? —3n — 1 > 0. Soitdonc 0 < € < 1. Dans ce cas n > 3/¢ suffit, puisqu’alors 3n > ¢

d’ou :
6 3
m? 1> 2 12
19 &

IV.1.14 On suppose n € N*. La stricte croissance de la suite découle, au choix, des relations :

n+4

d [z?-2 _x2+4x+2>0 n?+2n—1 n?—2 _
de \ 2?2 +z (22 + x)? " n+1Dn+2) nn+l)
La limite est 1 puisque :

n2727n+2
n2+n n24n

1 2
i el

1-— =2—"0= =0
1+

IV.1.15 La décroissance large de la suite découle de la relation :

2+ (-1 _ 2— (-1 _ 41+ (-1)™)
3n 3n+1 - 3n+1

La limite est 0 car |u,| < - oy 0.
n——+00

IV.1.16 On a aussitot, par identification, les égalités :

> 0.

2t Dnt2)

2 2/3 2/3
un = = — .
In2+15n+4 3n+1 3n+4
. 2 2/3 < . .
Par suite, S, = - — par télescopage. La limite de S,, est clairement 2/3.
3 3dIn+4

IV.1.17 Les limites respectives sont :

1. 0,car |sinn| < 1.
n3+2n—1 B 1+%*
w3 —3n+2 2-3+ 3%

2. 1/2,car
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n! “k o1
3. 0 — = - < —
»car o H ~ S
k=1
4. O,car vVn+1—+/n= ! <t
T Vi+i+yn o 2yn
— (=)™ 1—(=1)"
5. 1,carn (=1) = ( )/n
(D7 T+ (CD)n
6. 1, par application du lemme des gendarmes, puisque :
2 n 2
L ) ) P S
1—|—% n?+n k71n2—|—kz n2+1 1+%
7. Iln’y apasde limite si b = —a puisqu’alors la suite n’est pas définie pour n =1 ;ilya
une limite évidemment nulle si b = a.
"=y 1—(b/a)"
Si |b] < |a|, la limite est 1, car a # 0 et Z” P Eb%n'
Si |b| > |a|, la limite est —1 pour une raison analogue.

IV.1.18 1. On raisonne par I’absurde. On suppose que la suite (u,) converge vers ¢. On
a: sina — sinb = QSinanbcosaT*b. Pour a .= n-+1et b := n — 1, on obtient
Upy1—Up—1 = 2sinlcosn.Ona: lir}rl (Un+1—tn—1) = 0, donc, puisque sin 1 # 0,

n—-+oo
lim cosn = 0.Onen déduit lim cos2n = 0. Mais cos2n = 2cos?’n — 1, donc
n—+oo n—+oo
0= lim cos2n =2 lim cos’n — 1= —1, ce qui est absurde.
n—+oo n—+oo
Remargue. On peut montrer que 1'image de la suite (u,) est dense dans [—1,1], mais
c’est plus difficile. .. (c¢f. 'exercice IV.1.51).
2. On suppose n € N*. Pour tout & € N, k > 2, on note z;, := e2T2k7 gt

ng := E(zx) + 1. On a sin(lnxy) = sin(n/2 + 2kw) = 1, donc la suite (sin(lnxy))
tend vers 1. Montrons que la suite (sin(Inny)) tend aussi vers 1.

On a ny > . D’apres I'inégalité des accroissements finis, pour les fonctions sin et In,
ona:

ng —
Isin(lnng) — sin(lnag)| < [Inng, — Inag| < kR L e 2Tk L g2k,
Lk
Ona lim e 2" =0,donc lim sin(lnng)= lim sin(lnzy) = 1. On vérifie par
k—+o0 k—+o0 k=400

ailleurs que la suite (ny) est strictement croissante. Ainsi (sin(Ilnnyg)) est une suite ex-
traite de (v,,) qui converge vers 1. On construit de méme une suite extraite qui converge
vers —1 en utilisant gy, := e~ 2 27

de (vp).

et my := E(yi) + 1. On en déduit la divergence

IV.1.19 On définit w par u, = 1 si n est un nombre premier et u,, = 0 sinon. Cette suite est
évidemment divergente. Si k > 2 et n € N, kn n’est pas premier, donc ug, = 0.

IV.1.20

1. Tlexiste des suites convergentes non monotones (ex : u, := (—1)"/n).
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2. Tlexiste des suites divergentes non monotones (ex : u, := (—1)™).
Il existe des suites divergentes bornées (méme exemple).

4. Toute suite décroissante non minorée diverge vers —oo puisqu’aucun réel a n’en étant
minorant, il existe un N tel que uy < a, puis u,, < a pourtout n > N.

IV.1.21 1. Toute suite dont les valeurs absolues tendent vers 0 tend vers 0.
2. Lasuite définie par u, = (—1)" diverge, mais |uy,| tend vers 1.
Toute suite convergeant vers ¢ est telle que sa valeur absolue converge vers |£].

Il existe des suites a valeurs strictement positives qui convergent vers 0 (ex : u, := 1/n).

wok W

Il existe des suites (u,) telles qu’il existe une suite (v,) convergeant vers O telle que
U, Uy Ne tende pas vers 0 (ex : u, = n?, v, = 1/n).

n

IV.1.22 Soit ¢ la raison cherchée, telle que u,, = 90 ¢™. La somme Z ) ne converge que si, et

k=0
. . UQ . 90 2 . .
seulement si, |q| < 1, et alors sa limite est - Par suite, ¢ = 1 — —— = — qui est bien
1—gq 150 5
strictement inférieur 2 1 en module.
v

IV.1.23 Onawvy=—In2et vy41 =In(up1) —In2 = ?n

La suite (v,,) est donc géométrique, de premier terme vg = —In2 et de raison ¢ = 1/2. Par

suite v,, — 0, et u,, = 2~ — 2.

IV.1.24 1. Endéveloppant (i — 1) par la formule classique, on obtient :
i3 — (i —1)* =3 - 3i + 1.

On a une somme télescopique :

zn:(igf(ifl)g):ngf(nf1)3+(n71>37(n—2>3+~~+13703:nB.

i=1
D’ou, en sommant, pour ¢ de 1 a n, chacun des membres de [I'égalité
i3 — (i — 13 =32 -3i +1: n® = 35(n) — 351(n) + So(n). On en déduit
Sa(n) = in® 4+ Si(n) — £Sp(n). On a évidemment So(n) = 1 et on sait que
Si(n) = 4n(n+1). Donc So(n) = in® + In? 4 1p = nlotlCntD),

2. Pour tout £ € N et tout ¢ € N*, en utilisant la formule du binéme pour développer
(i — 1)*, on obtient :

P (- 1) = <kT1)’“ - <k;1)k R G D €
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On a une somme télescopique :

(T — (= DFY) =P — (= DR (= DF — (n—2)F T 4

n
=1

3

et 2k+1 _ 1k+1 + 1k+1 _ Ok-i-l

= le+1 .

D’otl, en sommant, pour 7 de 1 a n, chacun des membres de 1’égalité (39) :
k+1 k+1
nktl = < i )Sk(n) - < 5 )Skl(n) + -4 (=1)kSy(n).
On en déduit (14).

3. La formule (14) permet de calculer Sy (n) par récurrence sous forme de polyndéme de
degré k + 1 en n en utilisant So(n) = n'. Si, pour k € N fixé, P,Q € Q[X] vérifient
P(n) = Q(n) = Sk(n), pour tout n € N*, le polyndme P — () a une infinité de racines
donc P — @ = 0. On a donc I'unicité.

Pour k£ = 3 on obtient :

4S3(n) = n* +6(n®/34+n?/2+n/6)) —4(n?/24+n/2) +n =n* + 20> + n?,
2
d’olt I'on déduit? : Ss(n) = (nt + 203 + n?) = (@) = S2(n).
Pour k£ = 4, on obtient :
554(n) = n® +10(n*/4 +n®/2 + n?/4) — 10(n3/3 +n?/2 + n/6)) + 5(n*/2 +n/2) —n

) ) 1
_ n5 + §n4 + §n3 — gn = %(n4 + 157’L3 + 10712 - TL),

d’oti 'on déduit Sy(n) = 35(6n* + 15n° 4 10n* — n).

-

IV125 1. Soitr € N*.Ona A(z") =a" — (z—1)" = 3 (1) (Da" et () =r #0,

i=1

donc deg A(2") =r — 1.

L application A est évidemment linéaire et, d’apres deg A(z") = r — 1, on a, pour tout
P e Q[X], P #0: degA(P) < deg(P). On en déduit que, pour tout » > 0, I'image
A (Q[X];) de Q[X], par A est contenue dans Q[X],—1.

Supposons P #0 et degP =1 >0.0na P =a,z" + Q,avec a, # 0 et deg@Q < 7.
Alors A(P) = a,A(z") + A(Q) et deg A(Q) < r — 1, donc deg A(P) =7 —1.Si
P est constant, c’est-a-dire P € Q, A(P) = 0 et, d’apres ce qui précede, si P ¢ Q,
A(P) # 0, donc Ker A = Q. Notons, pour tout » € N*, A, la restriction de A au
sous-espace vectoriel Q[ X, de Q[X].Ona Ker A, = Q et dim Q[X], = r+ 1, donc,
d’apres le théoréme du rang, dim A (Q[X],) = dim A, (Q[X],) = r.

Puisque A (Q[X],) C Q[X],—1 et dimQ[X],—1 =r,ona A (Q[X],) = Q[X],—1.

'’idée d’une formule polynomiale en n pour Si(n) est die 2 Johann Faulhaber dans son Academia Algebrae
publiée en 1631. Il donne les calculs pour k € [0, 23].
2Cette formule a été obtenue au XI° siécle par le mathématicien persan al-Karaji.
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Soient £ € Net Q@ € Q[X], @ # 0, de degré k. On a Q € Q[X]; et, d’aprés
ce qui précede, il existe R € Q[X|x+1 C Q[X] tel que A(R) = Q. Si I’on pose
P:=R—R(0),ona A(P) = Q et P(0) = 0. Montrons I"unicité. Si S € Q[X] vérifie
A(S)=Q et S(0)=0,ona S —PecKerA=Q,donc S—P=5(0)—P0)=0
et S=P.OnadegP=Fk+1.
2. On a, par un calcul télescopique :
Sp(n) =17 +2F 4 ... 4 pk

Calculons Py, Py et Ps.

— Onaévidemment Py = z et1’on retrouve Sp(n) = n.

— Soit P:=az?+bxr.Ona A(P)(z) = P(x) — P(x — 1) = 2ax — a + b. Ainsi, on
a A(P)(z) = 22 si, et seulement si, 2az — a + b = x, ¢’est-a-dire si, et seulement
si, a =1/2 et b=1/2.Donc Py(z) = 12+ 1z etl'onretrouve Sy (n) = @

— Soit P:=ax®+brz?>+cx.Ona:

A(P)(z) = P(x) — P(x — 1) = 3az® + (2b — 3a)z +a — b+ c.

Ainsi, ona A(P)(x) = 2? si, et seulement si, 3ax? + (2b —3a)z +a — b+ c= 22,
c’est-a-dire si, et seulement si, (a, b, ¢) est solution du systéme :

3a=1
—3a+20=0
a—b+c=0.

Onobtient a =1/3,b=1/2, ¢ =1/6,donc Py(z) = $2° + 12 + fw et:

1 1 1 1
Sa(n) = §n3 + §n2 + &= En(n +1)(2n+1).

3. Soit k£ € N. Nous avons vu dans 2 qu’il existe un unique polyndme P, € Q[X] tel que
A(Py) = 2% et Py(0)=0.0nadeg P, =k + 1.

Soit P := ap 128t + apa® 4 - - - 4 ayx. Montrons comment calculer les & + 1 coeffi-
cients agy1,0k,...,a1 de Py.

L’équation A(Py) = x* est équivalente & un systéme linéaire d’ordre k + 1, dont les
inconnues sont a1, ak,--.,a1. Ce systtme est de Cramer d’apres 1'unicité de Py . 11
existe donc une solution unique, ce qui permet de calculer Py .

Supposons k = 3. Soit P := ax* + bz + cx? +dr.Ona:
A(P)(z) = P(x) — P(z — 1) = 4ax® + (3b — 6a)x* + (4a — 3b+ 2¢)x — a+b—c+d.
Ainsi, ona A(P)(x) = 22 si, et seulement si, :

4ax3+(3b—6a)$2+(4a—3b+20)x—a+b_c+d:$3,
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c’est-a-dire si, et seulement si, (a, b, ¢, d) est solution du systéme :
4a =1
—6a+3b=0
4a—3b+2c=0
—a+b—c+d=0.

On obtient @ = 1/4, b = 1/2, ¢ = 1/4,d = 0, donc P3 = ix‘l + %xg + izQ et

S3(n) = in* + in® + In? = In?(n+1)2.

IV126 1. Ona f(0)=1/2et f(1) =1.0na,pourtout x € R\ {—4}, f'(z) = ﬁ > 0.
Onendéduit f(I) =[1/2,1] C I.

Ona f(z) —x = %_F(ZH). Les points fixes de f sont donc 1 et —2. L’unique point
fixe dans [ est 1.

— (—un)(un+2)
- Up+4
Ainsi la suite u,, est croissante. Elle est bornée par 1, elle converge donc vers ¢ € I qui

est un point fixe de f. On a nécessairement ¢ = 1.

2. Onauptr — up = f(un) — up et, puisque u, € I, upy1 — upn = 0.

3. Onpose v, = Z"jr; .Onawvpy1 = 2v, = f/(1). Lasuite (vy) est une suite géométrique

de limite 0, donc la suite (u,,) converge vers 1.

IV.1.27 Supposons quil existe 7 € N tel que les 7 suites : (upriq)pen+, g € [0,7 — 1], extraites
de (un), convergent respectivement vers £o, ¢1,...,¢-_1. Soit ¢ € [0,7 — 1]. On a, pour
tout p € N, f°7(upryq)) = U(p+1)r+4). donc la suite récurrente définie par f°7 et u, est
(Upr+q)pen- . Elle converge vers £, donc £, est un point fixe de f°7.

Soit ¢ € [0, 7 —1]. Lasuite (f (f°F7(uq))),cyy converge vers f({y). Mais :

(f (FF(uq)) = F7 (f (ug)) = [*P7 (ugs1)-
La suite (f°P7(uq+1)),ey converge vers g1 si g € [0,q — 2] etvers £y si ¢ =g — 1. Donc
f(ly) = Ly+1 si g € [0,g —2] et f(£4—1) = {o. Les suites définies par f et les conditions
initales ¢, (¢ € [0, — 1]) sont donc périodiques de période 7.
Les 7 suites extraites sont bornées, donc la suite (u,) est bornée. Si la suite (u,) converge
vers £, toutes les suites extraites convergent vers ¢, donc, en particulier, {, = ¢ pour
tout g € [1,7—1].
Inversement, supposons que 7 les suites extraites (Upr4q)pen+, ¢ € [0,7 — 1], convergent
vers £. Soit € > 0. Il existe alors Py tel que, pour tout p > Py et tout ¢ € [0,7 — 1],
|tprtq — €] < €. Posons Ny := Py7. Soit n > Ny. Par division euclidienne n = p7 + ¢
avec g € [0,7 — 1]. On a nécessairement p > Py, donc |un, — €| = |upr4+q — £] < €. Ainsi la
suite (u,,) tend vers £.

1V.1.28 1. Le nombre de points fixes de 7°% est 2* = 16. Chacun de ces points est un point
fixe de T" ou il appartient a un d-cycle de T" avec d = 2 ou 4. Il y a deux points fixes
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etun 2-cycle. Il reste 16 — 4 = 12 points qui appartiennent chacun a un 4-cycle.Il'y a
donc trois 4-cycles.

Le nombre de points fixes de 7°° est 2° = 32.11y a 32—2 = 30 points qui appartiennent
chacun a un 5-cycle. Il y a donc six 5-cycles.

Le nombre de points fixes de 7°¢ est 26 = 64. Chacun de ces points est un point fixe
de T ou il appartient a un d-cycle de 7" avec d = 2, 3 ou 6. Une fois enlevés les 2
points fixes, le 2-cycle et les deux 3-cycles, il reste 64 — 2 — 2 — 6 = 54 points qui
appartiennent chacun a un 6-cycle. Il y a donc neuf 6-cycles.

2. On généralise la méthode utilisée dans la question 1. Le nombre de points fixes de 7°°7
est 27. En utilisant les remarques de la page 526, on obtient Y w(7') = 27.
'\

3. D’apres la question 2, ona w(1) + w(p) = 27, donc QPT’Q est entier et w(p) =

p

D’apres le petit théoréme de Fermat (cf. le théoréme 51 de la page 146) 2P~ — 1 est

divisible par p et I’on retrouve que 21;%2 = 22%;_1 est entier. On a w(17) = 7710.

1V.1.29 1. La suite définie par ug := 0 est constante : 0 est un point fixe. Si ug :=1, u; =4,
ug =2etug =wup: (1,4,2) estun 3-cyclede f.Siug:=—-1,u; =—2etug=—1:
(—=1,—2) est un 2-cycle de f. La valeur initiale ug := —5 donne un 5-cycle de f :
(=5,—14,—7,-20,—10). La valeur initiale uo := —17 donne un 18-cyclede f :

(—17,-50,—25, —74, —37, —110, —55, —164, —82, —41, —122, —61,
— 182, -91,—272, —136, —68, —34)

2. Asinitrottant®. .. Le lecteur courageux pourra traiter « 2 la main» le cas ug := 27 : il
faut 111 itérations.

Voici un programme en Maple pour écrire les termes de la suite (a := ug et p est le
nombre d’itérations) :

syracuse := proc(a,p)
local n, i;
n:=a;

for i to p do
if n mod 2=0 then n:=n/2 else n:=3xn+l1 fi
end do

end proc;

On trouve par exemple :

syracuse(1234550) = 1, syracuse(99999,226) = 1, syracuse(837799,525) = 1,
syracuse(100759293214567,1820) = 1 et syracuse(279731455495736617,2258) = 1.
Dans tous les cas la valeur de p est minimale : on le vérifie facilement « par quelques
essais ». Les trois derniers cas ne sont pas faciles a découvrir. ..

3. Onutilise le résultat de I’exercice 11 de la page 526. Si I’image de f est bornée, alors elle
est finie (c’est un sous-ensemble de Z). L’application f admet un point fixe unique 0.
Si f(n) = 0,o0onan = 0 donc I"'unique suite récurrente dont 1’image contient 0 est la
suite constante nulle. Si ug # 0, alors I’'image de la suite contient un cycle.

*Néologisme : « qui marche au pas de 1’ane ».
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4. a) Onaa >0 (sinon card A =1 et A n’est pas un cycle). Notons a’ := f(a).On a
a' € Aeta<da.Sia était pair, on aurait a’ = a/2 < a et une contradiction, donc
a est impair.

b) Onaa; #1etay # 2,donc a; > 3. Puisque a; est impair, as = 3a; + 1 est pair
et ag = % L’entier as est impair. Sinon I’on aurait a4 = 3“1—“ < a1, ce qui
contredirait la minimalité de aq . Puisque ag est impair, a4 = 3a3 + 1 est pair. On
a a; = f(as). Si a5 était impair, on aurait as < a1, ce qui est impossible, donc as
est pair.

Onaa = f(a5) = a_25’ ay = f(al) = 3a1 + 1, ag = f(ag) = a_22’
g4 = f(a3) =3as3+1letas = f(a4) = a_24‘

Ona:

a

(3ay + 1)?(3@, +1)

as

P = mazazasas = f(as)f(ar) f(az) f(as) f(as) = 3

aq
2 b
donc ajas = $(3a1 + 1)(3as + 1), c’est-a-dire 8 = (3 + a—ll) (3 + a_13) . Mais

cette équation est impossible car le second membre est supérieur a 9. On en conclut
que f ne possede pas de 5 cycle positif. (Nous avons vu plus haut que f possede un
5-cycle.)

IV.1.30 Montrons (i) = (ii). Soit (x,, )ken une suite extraite convergeant vers a. Soit € > 0, il
existe ko € N, tel que, pour tout k > ko, 'on ait |z,, —a| < e.Soit N € N, il existe k1 > ko
tel que ng, > N.Ona |z, —a|<e.

Montrons (ii) = (i). On suppose que la condition (ii) est satisfaite. Nous allons construire, par

récurrence, une suite extraite (2, )xen satisfaisant la condition suivante : pour tout k € N*,

|€n, — a| < 1/k. Une telle suite converge vers a. On choisit arbitrairement ny € N.

D’apres (ii), avec € := 1 et N := ng + 1, il existe n; > N tel que |z,,, — a|] < 1. Par

hypothése de récurrence, supposons connus Tn,, Tn,,--.,Tn, satisfaisant la condition. On
1

utilise (ii), avec € := 175 et N :=ng+1 il existe donc ng11 > N tel que | T, —al < k_Jlrl

Montrons (ii) = (iii). En utilisant (ii) avec N := 0, on obtient ng tel que |u,, — a|] < €. En
utilisant a nouveau (ii) avec N := ng + 1, on obtient n; > N > ny tel que |u,, —a|] < €. En
poursuivant par récurrence, on obtient (iii).

Montrons (iii) = (ii). Supposons que (iii) est vrai et (ii) faux. alors, il existe € > 0 et N € N,
tel que, pour tout n > N, |u, — &| > ¢. Par suite ’ensemble {n € N | |u,, —¢| < &} est fini
et I’on a une contradiction.

1V.1.31 1. Le résultat est évident si I’ensemble des valeurs d’adhérence V est vide ou s’il est
réduit a un point. On suppose donc qu’il contient au moins deux éléments.

On va montrer que si a, b € R sont des valeurs d’adhérence, tout ¢ € ]a, b[ est valeur
d’adhérence, autrement dit que V est convexe, ce qui entrainera le résultat (en utilisant la
proposition 15 de la page 519).

On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe ¢ € ]a, b[ qui ne soit pas valeur d’adhé-
rence. Alors (en niant I’assertion (ii) de IV.1.30), il existe € > 0 et N € N*, tel que, pour
tout n > N, uy, ¢ [c — €, ¢+ €]. Le résultat reste vrai si I’on diminue ¢ ; on peut donc
supposer e < c—aete <b—c,c’est-a-direa<c—e<c+e<b.
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Puisque w41 — u, — 0, il existe N’ € N tel que, pour tout n > N', |up+1 —up| < &
Soit N := max(N, N’). On va montrer que les hypothéses un» < c—e et uy» > c+e
sont impossibles. Par suite, puisque 1’on ne peut pas non plus avoir uy~ € [c — €, ¢ + €]
(car N” > N), on aboutira 2 une contradiction.

e Montrons que uy» < ¢ — € est impossible. On raisonne par I’absurde. On suppose
uny» < ¢ — €. On prouve, d’abord, en raisonnant a nouveau par 1’absurde, que,
pour tout n > N”, u, < ¢ — e. L’idée de la preuve est la suivante : le saut d’un
terme au suivant est inférieur a ¢ et les termes ne peuvent pas entrer dans le segment
[c — &,¢ + €], ils ne peuvent donc pas passer de 1’autre c6té. Plus précisément s’il
existait n > N” tel que u,, > ¢ — ¢, alors il existerait n’ tel que N” < n’ < n et
Upr < € — € €t Uy > ¢ — €. Mais I’on ne peut pas avoir u, 11 € [c —eg,c+¢,
donc upr41 > c+ € et uy 41 — uy = 2¢ et ’on obtiendrait une contradiction.
Ainsi, pour tout n > N", u, < ¢ — ¢. Puisque b est valeur d’adhérence, on a
b<c—e,cequicontredit b > c+e.

e On montre, de fagon similaire, que uy~ > ¢ + € est impossible, ce qui termine la
preuve.

2. Ona:
|sin (In(n + 1)) —sin(lnn)| < In(n+ 1) —Inn = In(1 + 1/n),
donc HEIJ’I}OO(’UnJrl —v,) =0.
Notons A I’ensemble des valeurs d’adhérence de v. On a évidemment A C [—1,1].

D’apres ’exercice IV.1.18 de la page 597, 1 et —1 appartiennent 2 A, donc, d’apres la
question 1, [—1,1] C A. Parsuite A = [—1,1].

IV.1.32 On raisonne par I’absurde en considérant la fonction h := g — f. Supposons que h ne
s’annule pas sur /. On traite le cas h > 0 (le cas h < 0 est similaire). La fonction h est
continue sur I, elle est donc minorée sur I par o > 0 et1’on a, pour tout z € [ :

9(9(x)) — f(g9(z)) = h(g9(z)) > a
g(f() = f(f(x)) =h(f(z) > a

En utilisant f o g(z) = g o f(z), on en déduit g°%(z) > f°?(x) + 2a, puis, par récurrence
sur n € N*, ¢°"(x) > f°"(z) + na, pour tous n € N* et tout € I. On obtient une
contradiction car les suites (f°"(z))nen et (¢°™(z))nen sont, par hypothese, bornées.

IV.1.33 Montrons d’abord que lim ¢, = 4o00. On raisonne par ’absurde. Supposons que (g,,)
ne tende pas vers +o0. Alors il existe une suite extraite bornée (gy(r)). Un ensemble borné
d’entiers est fini, donc I'image A de cette suite extraite est un sous- ensemble fini de N*. No-
tons r € N* le PGCD des éléments de A. Pour tout k& € N, p"('“) e N.

La suite (r Z; "((’;) ) converge vers ra. Mais cette suite est a valeurs entiéres, donc sa limite est

entiere et 'on a ra € N, donc o € Q et une contradiction. Ainsi lim ¢, = +00.

Montrons que limp, = +oo. Sinon I’on aurait une suite extraite bornée (pn(h) et la

suite (%) tendrait vers 0. Comme elle tend vers «, I’on aurait o = 0 et une contradiction

puisque « est irrationnel.
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IV.1.34 On peut supposer que, pour tout n € N, ¢, > 0. On raisonne par ’absurde. On sup-

pose que @ = p/q, avec p € Z et ¢ € N*. On note A,, := ‘oz — Dn/qn

; c’est un

nombre rationnel strictement positif s’écrivant r,/qqy,. On a donc A,, > 1/qq, . Par suite
1/qqn < Ap < en/gn et, Vn € N) 1/q < €, ce qui est impossible puisque lime,, = 0.

Cet exercice généralise la méthode utilisée pour prouver I'irrationalité de e (cf. I’exercice 33
de la page 557 : pour tout n € N*, p,,/q, := 1/nl et &, := 1/n).

IV.1.35

1. On suppose o ¢ Q. Soient my, my € N. Supposons (mja) = (maa), alors
(m1 —ma)a = E(mia) — E(mea). Si my # ma, alors @ € Q et 1’on a une contra-
diction.

On note J := [0, 1]. Soit @ € N*. On a, pour tout z € R, (z) € J, donc, pour tout
m € N*, (ma) € J. On veut montrer qu’il existe m et mq distincts tels que (mja)
et (maa) soient « suffisamment proches ». Pour cela, on va utiliser le principe des tiroirs
en divisant J en @) «tiroirs » puis en observant comment () + 1 valeurs particulieres de
(ma) sont rangées dans ces tiroirs.

On partage J en ( intervalles semi-ouverts disjoints Jj, := [%, % [ ke[0,Q—1],
delongueur 1/Q.Les Q+1 points o, := (ma), m € [0, Q] sont deux a deux distincts
et appartiennenta J. Les Ji, k € [0, @ — 1], forment une partition de .J, donc, d’apres
le principe des tiroirs, 'un des Jj contient (au moins) deux de ces points. Il existe donc

my,mg € [0,Q], m1 # ma, tels que |, — am,| < 1/Q. Ceci 8’écrit :
[(mia) — (maa)| = [(m1 —m2)a — (E(m1) — E(ma))| < 1/Q.

On peut supposer my > mgo. En posant ¢ := m; — mg et p := E(m;) — E(ma),
on obtient |go — p| < 1/Q, c’est-a-dire |a — p/q| < 1/¢Q < 1/q¢* (en utili-
sant ¢ < my < Q).

On suppose « ¢ Q. On note A I’ensemble des rationnels s’écrivant p/q, avec
Ip/q— a| < 1/¢*. Cetensemble n’est pas vide : ona |E(a) —a| < 1, donc p := E(a),
q := 1 répond a la question. (On peut aussi utiliser 1). Pour montrer que A est in-
fini, on raisonne par 1’absurde. Supposons A fini : A := {p1/q1,...,pr/q }. Puisque
a ¢ Q, z‘g[[llig]] |pi/gi — «| > 0.1l existe donc @@ € N* tel que |p;/q¢i — ] > 1/Q,

pour tout ¢ € [1,r]. En utilisant la question 1, on peut trouver p/q € A tel que

Ip/g — a| < 1/¢Q < 1/Q. On a, pour tout ¢ € [1,7], |p/q — o < |pi/a — o],
donc p/q n’est pas I'un des p;/¢; et’on a une contradiction.

Supposons o € Q. alors & = a/b, avec a € Z et b € N*. Si p/q # «, on a

bp — 1
L - b — ag| > —. La condition |p/q — a| < 1/¢* implique alors ¢ < b.
q b b qb

D’ou le résultat.

IV.1.36

1. Ona:
Q—qQu,=01-q(1+q)1+¢)1+q")...(1+¢")
=1-A0+)A+q" ... (1+¢7)

=(1-g)1+q"...0+¢)=...=(1—q

2n+1

).
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Ona lim (1—¢2""")=1et (1 —q)#0,donc (w,) convergeet lim w, =
n—oo

n—00 1-q’

On peut supposer a > b. Les suites sont évidemment bien définies et a termes strictement

2 2
.. Uz — v
positifs. On remarque, pour tout n € N : U411 — Upt1 = ——2 = U, — v,. Onen
Up + Vn
déduit par récurrence u,, — v, = ug —v9 = a — b.
_ _Un
Un i ton

sante. On montre de méme que la suite (v,,) est strictement décroissante. De plus les
suites (u,) et (vy,) sont minorées par 0. Elles sont donc convergentes. On note « et
leurs limites respectives. Ona o« — 3 =a —b > 0.

Montrons que 5 = 0. On raisonne par I’absurde. Supposons 3 > 0. Alors, on peut passer

Par ailleurs up+1 — up = < 0, donc la suite (uy,) est strictement décrois-

042

a la limite dans les relations de récurrence. On obtient o = el

donc o = a+ 3, c’est-

a-dire S = 0 et une contradiction.
Ainsi f=0eta=a—b.
Explicitons u,,.Ona:

4

a

a2 u (a+b)2 a4 " a8
2 = = = .

a+ ba 3

T (@) P @t )@ )+ b

uy =

on
a
On montre par récurrence : u, = — —— Pour a :=1 et
P “ (a+0b)(a2 +b2)...(a2" " +b2"7") “
1 1
b := ¢, on obtient, pour tout n € N* w,, = — = .
! b )0 +a) . (I+¢& ) W
1
1—q°

De limu,, = 1 — ¢, ’on déduit lim w,, =

Inversement, supposons connues la convergence de (w,,) et sa limite. On peut en déduire
la convergence des suites (uy,) et (vy,) et leurs limites. On observe que, pour tout A > 0
si 'on remplace a et b par Aa et b par A\b, les suites (u,) et (v,) ont remplacées
par (Auy,) et (Avy,). Il suffit donc de traiter le cas ot @ := 1 et b := ¢ qui se déduitde 1.

. 2 2
Siz>c, flx) =50—2% =c.

Siz >c,ona f(x) = si, et seulement si, x = c.

T
2x—c

Par ailleurs f(x) = x et,siz > c < 1. Par suite la suite récurrente définie

_z
> 2x—c
par f et ug := a > c est décroissante. Elle est minorée par c, elle est donc convergente.
Sa limite est nécessairement c.

Le probleme est équivalent a celui trait€ en 2 en posantv, = u, —c, ¢ := b —a

et vg := b.

IV.1.37

1. Les suites sont définies par leur condition initiale ug. On prouve par récurrence
U = ud" =u2" . Si jug| < 1,alors Lim w, = 0.Si Jug| =1, alors uy = 1 etla
n—-+oo
suite est constante a partir du premier terme. Si |ug| > 1, alors u; > 1 et la suite tend

vers +00.

Ona uyi1 — Uy = u2 — uy, + 1 > 0 (car le discriminant du trindme 22 — 2 + 1 est
A = —3, donc négatif). Donc la suite est croissante. Montrons qu’elle n’est pas majorée.
On raisonne par I’absurde. Supposons la suite majorée. puisqu’elle est croissante, elle
converge vers £ € R et'ona £2 +1 = ¢, ce qui est impossible puisque 1’équation

22 — x + 1 = 0 n’a pas de racine réelle. Par suite la suite tend vers +oo.
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3. Lesegment X := [—2,2] est invariant par f (f(X) C [0,2]). L’équation aux points
fixes est z = /2 — x. On doit avoir 22 + 2 — 2 =0, c’est-a-dire x = 1 ou x = —2 et,
puisque x > 0, il y a un unique point fixe £ := 1.

— _ _|un—1] : —
On a |Un+1 — 1| = ‘\/2 — Up — 1‘ = m < |Un — 1| La suite (’Un = |Un — 1|)
est positive et décroissante, elle est donc convergente. Notons ¢; sa limite. Montrons
que I’on ne peut pas avoir #; > 0. On raisonne par 1’absurde. On suppose ¢; > 0.

On a, pour n assez grand, |up+1 — 1] > 0 et /2 —wu, +1 = % Par suite
11111 V2—u,+1=41/l;=1et lir}rl V2 —u, =0, donc
n—-+oo n—r+00

est impossible (2 # 1). Parsuite ¢ =0 et lim wu, = 1.

n—-+o0o

lim w, = 2,cequi
n—-+o0o

4. On a, pour tout n € N, u,, > 0. Montrons, par récurrence, que, pour tout n € N*,
Up < Upt1-0nau; =+/aetug = v/a+ +/a,donc u; < ug. Supposons u, < Up41-
Ona upio = /a+ tUnt1 €t Upy1 = V/a+ uy, donc tyq1 < Upyo.

Montrons, par récurrence, que, pour tout n € N, v, < a+1.0Onaug =a < a+ 1.
Supposons u, < a+1.0na up41 =+/a +u, < V2a+1<a+1.Lasuite (u,) est

croissante et majorée, elle est donc convergente. Notons ¢ sa limite. On a (2 = a + /,
1+/1+4a 14+v1F4a
2 2

donc ¢ = . Puisque ¢ > 0,ona ¢ = . Pour a := 1, £ est le nombre
d’or.
5. Notons g:x — g(x) := f(z) —x.Onag'(z) =22 — 1, g(—1) =1L et g(1) = —1/3.

La fonction g est strictement croissante sur |—oo, —1[, strictement décroissante

sur |—1,1[ et strictement croissante sur |1,4o00[. De plus lirjitl g = =%oo. On en
Tr—rLT 00
déduit que I’équation g(x) = 0 admet trois racines réelles distinctesa, b, c telles

quea<—-1l<b<l<e.

La fonction f est croissante, donc (par récurrence) :

e siug < a (resp. b, ¢), alors, pour tout n € N, u,, < « (resp. b, ¢);

e Siwug > a (resp. b, ¢) alors, pour tout n € N, u,, > a (resp. b, c¢).

En utilisant la croissance de f et le signe de g, on montre que la suite est décroissante
si ug € |—00,al ou ug € ]b, c[ et croissante si ug € ]a,b[ ou ug € J¢, +00[. Les seules
limites possibles sont a, b, c. On en déduit que :

e siug=a,b,ou c,lasuite est constante ;

e siug € ]—00,af la suite tend vers —oo ;

e i ug € |, +oo la suite tend vers 400 ;

e siug € |a,c| lasuite tend vers b.

On peut retrouver ces résultats en précisant la nature des points fixes (cf. la proposition 50
de la page 561). Ona g'(a) > 1, g'(c) > 1 et |¢/(b)| < 1, donc les points fixes a et ¢
sont répulsifs tandis que b est attractif.

IV.1.38 On montre par récurrence que la suite est bien définie et que u,, > 0. On a —2+2 — Zntl

Un 41 Un,

Untl) est constante et égaled vy = L = & Ona:
Un uQ a

s () = (2) = (2)
Up = Un—-1Un—-1 = Up—-1—7" = Up-2 | — =Uo | — =al—- '
a a a a

La suite (u,) est donc une suite géométrique de raison b/a. Elle converge si, et seulement
si, b< a.

donc la suite (v, :=

© Dunod 2018



176

Tout-en-un pour la licence ¢ Niveau 1

IV.1.39

1. On vérifie par récurrence que la suite (u,,) est bien définie et que ses termes sont
strictement positifs. Pour tout n € N*, ona:

n n—1 u u
n n
Uptl — Up = E Ug — E Up = = - (40)
n n—1 Upt1 + Unp
k=0 k=0
S uk 44/ D ug
k=0 k=0

Donc la suite (u,,) est strictement croissante. Montrons qu’elle n’est pas convergente. On

raisonne par I’absurde. Supposons que 111}_1 uy, = £. En passant a la limite dans (40),
n—-+0oo
¢

onobtient 0 = 77 = %, ce qui est absurde. Par suite la suite (u,,) tend vers +o0.

On a montré ;41 — Uy = u:‘ﬁ,donc % —1= m

1 tend vers 0, lim ¥4+ =1,
Un41+Un n—-—too Un

1

On peut écrire v, = Upy1 — Up = e

Puisque

,donc lim v, =1/2.
n—-+oo

Un

IV.1.40

On vérifie par récurrence que la suite (u,,) est croissante.

On suppose que la suite (v,,) est constante : pour tout n € N, v,, = a. Si a =0, (uy) est
la suite nulle. Supposons a > 0. Nous avons vu dans I’exercice IV.1.37 qu’alors la suite
(up,) est convergente.

On suppose que (vy, := abzn), avec a,b>0.0Ona:

up = vo = ba, ui =+/v1 = Vab® =bya, uy =\ ab?+ Vab* = by/a + /.

On vérifie par récurrence que la suite (u,,) est obtenue a partir de celle étudiée ci-dessus

en multipliant cette derniere par b : u, := by/a + +y/a + --- + /a. Elle est donc conver-
gente.

. . . . ="
Nous allons montrer que la suite u := (u,) converge si, et seulement si, la suite (v;; )
est majorée.
Supposons que (u,,) converge vers £.On a:

Uivl+\/vz+\/vs+"'+ﬁ,
donc v1 < u2 et y/va + /v + -+ /o, <ul.
On en déduit vo < ul et \/v3 + /s + -+ /U, < ut.On montre par récurrence

o—mn
n

< u, < L. Ainsi la suite (v2 ") est bornée.

Inversement, supposons que la suite (v,%fn) est bornée par b. Alors v, < b> etla

que v, < u2", donc v

suite (u,,) est majorée par la suite (i,) définie par (@, := b>"). Nous avons vu que (i)
converge, donc la suite croissante (u,) converge.

IvV.141

1. On vérifie par récurrence que la suite (w,,) est bien définie et que w,, > 0. Considé-
rons I’équation aux points fixes # = ———- OnIécrit 2%+ ({+1)z—1 = 0. Cette équa-
tion admet une unique racine strictement positive notée ¢; . Montrons que (w,,) converge

vers /1
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Ona:
wp+l0+1 b+ 0+1] T 6 +1

|wn+1 - f1| =

Donc lim w, =/;.
n—-+o0o
2. La suite (u,) est une suite récurrente si, et seulement si, la suite (v,,) est constante.

Sinon elle satisfait une formule de récurrence non autonome. On note M = sup v,,. On
neN

vérifie par récurrence que la suite (u,,) est bien définie et que ﬁ <u, < 1.
e Supposons que la suite (u,) converge. Sa limite est strictement positive. On a

1
Un+1

e Inversement supposons que la suite (v,,) converge vers £. On définit une suite (w,,)
comme en 2. a). Elle converge et I’on note ¢; sa limite. Notons s,, := u, — w,.On
a:

Uy = — u, — 1, donc la suite (v,,) converge.

1 1 _ —8, +0— v,
Up +0p +1  wy +L+1  (up+v, + 1) (w, +£+1)

Sn4+1 =

La suite (w,) est & termes strictement positifs et elle converge vers ¢; > 0,

elle est donc minorée par m > 0. Notons A := =5 € ]0,1[. On

a |sp+1] < A([sn| + |vn — £]) et I’on en déduit par récurrence

n—1

[sn] < A"[s0] + Y A" Flog — 4.
k=0

Soit e > 0. Il existe k9 € N tel que, pour tout k& > ko, ’on ait |v, — ¢| < e.
ko—1 ko—1

Ona > N7 Flup — € = A" Y A Flugp — €] = CA", ot C est une constante
k=0 k=0

indépendante de n. Par ailleurs, il existe no € N tel que, pour tout n > ng, I’on

ait CA™ < e et A\"|so| < e.Pourn > kg, ona:

el Ae
N Ry — ] < e Y N = :
> Ao — ] < 5
k=ko h>1
Alors, pour n > max(ko,ng), |sn| < 2+ 1)f,\'
On en déduit lim s, =0, puis lim wu, =/;.
n——+oo n—-+oo
IV.142 Ona:
ret 4+ 0 i
2] = ——— =TrcCcos—e2.
2 2
. 0 0 0 o
On montre par récurrence : z,, = r COS 3 cos 1 . Ccos 2—ne 2"
. 0 .
0 Sin == . sinf e
On a, pour tout k € [1,n], cos = = —2—- On en déduit z,, = r————e2"
2k 2sin & 2" sin 2
2k 2n
Ona lim 2”81112%:96t lim e2” =1,donc lim zn:r¥~
n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo
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Iv.1.43

1. a) Ona,pourtous A € [0,1] et n € N, A5" + (1 — A\)6™ > 5" > 0.
On suppose d’abord A # 1.On a:
AR 4 (1 — A6t 6)\(5/6)’“r1 +(1-=X

Uy 1=

X5m (1= N6 AB/6)"+ (1—N)
On a lim(5/6)"*! = lim(5/6)" = 0, donc lim u,, = 6.
Si A =1,ona u, = 5, la suite est constante et sa limite est 5.
b) Compte tenu de 1’études des suites homographiques (cf. le point méthode de la page

536) et de la question précédente, il est « naturel » de calculer : Z":g Ona:
6" on
n—90=1-AN)——F—— et u,—6=-A\—rn—---—,
“ =N ra—ve & ¢ N5" + (1 — M\)6"
donc, si A # 0 (et par suite u,, # 6):

Up — D A—1/76\" . Upt+1 — O 6 up — O
= = et, par suite : == .
5 Upt+1 — 6 5 U, — 6

Up — 6 A

On en déduit la relation : 5(up4+1 — 5)(un — 6) = 6(up+1 — 6)(u, — 5) (qui reste
vraie pour U, = Unp+1 = 6). On a donc upun4+1 = 11u, — 30 et, puisque u,, > 0,
Upt1 = H“u"i;go Ainsi u vérifie une récurrence homographique. La condition ini-
tiale est ug = 6— M.
On vérifie facilement que I’ensemble E des suites solutions de la récurrence (15)
est un sous-espace vectoriel de 1’espace des suites réelles et que 1’application
(wo,w1) € R? = (w,) € E est linéaire, injective et surjective. Par suite E est de
dimension 2.
La suite (p™) appartienta E si, et seulement si :

VneN, p"t2 =11p" — 30p",

c’est-a-dire si, et seulement si, p? — 11p + 30 = 0. Par suite p = 5 ou p = 6.
Montrons que les deux suites (5™) et (6™) forment un systeme libre de E. 1l suffit de
montrer que les deux vecteurs (1,5) et (1,6) forment un systeme libre de R? et ceci
11

5 6l = 1#0.

Par suite les deux suites (5™) et (6™) forment une base de F et tout élément de E' s’écrit
de fagon unique (wy,) = A1(5") + A2(6™), avec A1, A2 € R.

résulte de

Soit (wy,) une suite réelle dont tous les termes sont non nuls. On suppose que la suite
définie par (v, := Wp41/wy) pour n € N vérifie la récurrence (16). Alors :

Wn 42 11U}n+1 — 30U}n
)

Wn+1 Wn+1
donc :

Wpyo = 1lwp1 — 30ws,.
Inversement, si la suite (w,,), dont tous les termes sont non nuls, vérifie la récurrence
linéaire (15), on obtient, en divisant par w41 :

Wn+2 30wn

=11-—
Wn+1 Wn+1

)
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et, en posant, pour n > 1, v, = wnH/wn :

11v,, — 30
Ung1 = ——
Un
ar suite, quand la récurrence (16) est bien définie, on a : v, := A"+ 267 T (avec
p » q s - Up 1= N157 FA267

A (- N6n T

A1 + A2 # 0). On peut imposer A; + A2 = 0 et ’on trouve v, := (=067

4. Montrons par récurrence que tp41 = 1”?—;30 et que, par suite ¢, = u, et ¢, > 0.Le
résultat est vrai pour n = 0. Supposons le vrai pour n > 0.0Ona ¢,, = % , donc :
1130 3000 1130 100(11 —¢ 11t —30
tngo =111 — + =111 — + ( nit) _ i :
thrl tnthrl tn+1 thrl thrl

1V.1.44 On note p; := 1+2‘/5 et py 1= 1_2\/5 les solutions de p? — p — 1 = 0. On cherche w,
sous la forme w,, = A1p7" + A2p5 . On a nécessairement A\; + Ay = 1 et A1 p1 + Aap2 = p2,

ce qui équivauta \; = % et A\p =1— % On vérifie par récurrence que, pour tout n € N,

wn = St + (1- %) ot

Onap; >1 |p2f < 1et sie#0,]lasuite (w,) tend vers I'infini. Par contre, si ¢ = 0, la
suite tend vers 0.

Supposons ¢ « trés petit » (mais non nul), et considérons le comportement de la suite (wy,).

) , € .. .
Si n «n’est pas trop grand », % pT est numériquement négligeable devant (1 - %) Py

et w, est pratiquement égal a (1 — %) p5 qui tend vers O ; on a donc I’'impression que la

suite tend vers 0. Par contre, quand n devient « suffisamment grand », (1 — %) p5 devient

numériquement négligeable devant % pT, qui tend vers I’infini et I’on observe numériquement
la convergence vers I’infini de wy,, .
Revenons au calcul numérique de la suite (v,) de 1’exercice 27. Quand on calcule sur un
ordinateur et que 1’on entre v; := p2, la machine remplace le nombre irrationnel p par une
valeur décimale arrondie par défaut ; par exemple v; := —0,6180339887 = ps +¢, avec € < 0
et 0 < —e < 5.107!. Ainsi, croyant calculer la suite (v,,), on calcule en fait la suite (w,,)
(définie par wg := 1 et w; := py + € = —0,6180339887), ce qui explique le comportement
observé (compte tenu du fait que le calcul numérique de (wy,) et le calcul exact de w,, en
rationnels, en utilisant w; := —%?8887, donnent des résultats trés voisins). Si I’on change
I’arrondi de po, les valeurs numériques changent, mais le comportement reste similaire.
Voici un exemple des calculs en utilisant Maple sur un MacBook Pro.
On définit £:=(x,y) —> =x+y, puis une procédure :
sfib :=proc(a,b,n)
local u0, ul, t, k, r;
ul0:=a; ul:=b;
for k to n-1 do
t:=ul; ul:=£(ul,ul); ul:=t; od;

r:=ul;
r
end proc
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On vérifie que f,, = sfib(0, 1, n) : on retrouve la suite de Fibonacci.

On a v,

= sfib(1,1/2 — @,n) et ’on obtient une valeur arrondie ¥, de v, en utilisant

eval f (sﬁb(l, 1/2 — @,n))

Le calcul numérigue de de w,, donne les valeurs w,, := sfib(1, —0,6180339887,n).

Voici un tableau de comparaison de quelques valeurs de v,, et w,, .

n | 10 [ 15 [ 20 | 50 [ 8 [ 100 |

v, || -0,0081 | -0,0073 | 0,000068 | 0,00000 | 0,00000 0,00000

W, || -0,0081 | -0,0073 | 0,000068 | 0,62799 | 1,168 107 | 1,767 10

Iv.145

1.

b)

a)

b)

cos a+1 2
2

a) Onau = = coS % et v1 = cos % On montre par récurrence que,

n—1 n
pour n € N*, u,, = cos? 5w || cos g et v, = [] cosgp, donc u, = v, cos 5
k=1 k=1

On a, pour n € N* :
e L« « 1 . o
S11 2_77, Up = SIN 2_77, COS 2_n Un—1 = 5 S11 F Un—1-
On en déduit sin & v, = srsina et v, = 72— Ona lim 2"sin & = a,
S 57 n—+00
donc lim w, = *2%. Parailleurs lim cosg; =1,donc lim wu, = %32
n—-+oo @ n—-+o0 n—-+o0 «
Ona:
/ /
Uy + U Ug + Vo
uj = 02 0 — )\ 5 =Xup et vy =\ uju) = A urvg = Ivs.

On montre par récurrence que, pour tout n € N, u, = Au, et v}, = Av,,. Par suite

(uyn) (resp. (vy,)) converge si, et seulement si, (u,,) (resp. (v),)) converge et I’on a

alors limu), = Alimu,, et limv), = Alimv,.

Si a = b, les deux suites u et v sont constantes. On peut donc supposer a # b.

*  Supposons d’abord @ < b. On note @ et v les suites définies par la relation
de récurrence (R) et (g, ?) := (a/b,1). On note & = arccos (a/b). On a
& €1]0,7/2] et cos@ = a/b. D’aprés 1. b), les deux suites @ et U convergent
vers une limite commune ¢ = % .D’apreés 2. a)ona u = bu et v = bv. Donc
les deux suites u et v convergent vers la limite commune :

sin & b% —a?

b= a :arccos(a/b).

x  Onsuppose b =1 et a > 1.0nnote 8 := argcosha.Ona 8 € ]0,+o0] et
cosh3 = a.

Ol’l au = coshQﬁJrl

= cosh2§ et v7 = cosh g On montre par récurrence

n—1 n
_ 2B B _ B
que, pour n € N*, u,, = cosh” 7 [] cosh 2z et v, = [] cosh gz, donc
k=1 k=1
Uy = Uy, cosh Qﬁn Par une méthode similaire a celle utilisée en 1. b), on montre

sinh P . . . sinh
Uy, = Lﬂﬂ' Onen déduit lim v, = lim wu, = 3228,
27 sin gm n—-+o00 n—+4o00 8
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*  Supposons maintenant ¢ > b. On note u et v les suites définies par la rela-
tion de récurrence et (iig, 7o) := (a/b,1). On note 3 = argcosh (a/b). On
afe 10, 400 et cosh 3 = a/b.D’apres 1. b), les deux suites @ et © convergent

.. ~ sinh 8
vers une limite commune ¢ = %

D’apres 2. a), ona u = bu et v = bv. Donc les deux suites u et v convergent

.. i 3 372
vers la limite commune £ ;= 328 — _a?-b?
B argcosh (a/b)

IV.146 1. On montre par récurrence que les deux suites (a,,) et (b,) sont a termes strictement
positifs. On a, pour tout n € N :
n+ba) 1
@R =By = (E220) b, = < (an—ba)® > 0. @1
2 4
On en déduit b, < a,. Puis, en utilisant la définition des suites, an,4+1 < ap,
et bn+1 > bn
Les deux suites sont monotones et bornées, elles convergent donc, respectivement vers «
et 5. En passant a la limite dans la relation a1 = a";rb" , on obtient o« = QTHE s
donc o = 3.

2. En utilisant (41), on obtient ¢, 11 = % (an — by,). Puisque ayt1 — bpy1 < an — by, la
suite (cy,) décroit vers 0. Par ailleurs, ¢2 = (an — bn)(an + by) = 4¢py1an+1. Onen
déduit ¢, 1 < -

Notons M := M(a,b). On a c,11/4M < (c,/4M)?, par suite la convergence vers
0 de la suite (¢, /4M) est quadratique (c’est-a-dire que la précision double a chaque
étape), donc « tres rapide ».
Il existe ng € N tel que ¢, /4M < 1/10.On a alors :

n —bn = 2cp1 < 8M x 107277,
Onaa,—a< a, —by, 8—b, < a, — by, donc la convergence des suites (a,,) et (by,)
est aussi « tres rapide ».

3. Onaa;=1(1+1/v2), b1 =1/V2,c1 = 3(1-1/V2) et ¢ /AM < ¢y /4by = V25
Ona ¢ /4 < 0,037 et ¥/2 < 0,190, donc ¢ /4M < c1/4b; < 0,044 < 0,1.

En utilisant la question 2 (ng := 1), on obtient ¢, < 4M x 1072" " < 4 x 1072" .
On en déduit a, — M < 2¢,41 < 8 x 10727, On a 230 = 1073741824, par suite as
donne une approximation de M avec plus d’un milliard de décimales.

IV.147 1. Siz(0) =0 ouxz(0) =1, lafonction z : t € R — x(t) := 0 est solution.

Cherchons des solutions « ne s’annulant pas. On a “ydz/dt = p(1/z — 1), ce qui s’ écrit

dy/dt = p(1 — y). Les solutions de cette équation différentielle & coefficients constants

sontdelaforme y:t+— 1 —Ce *".Onay(0)=1—C,donc C =1—y(0) = ISCO()OT
1 z(0)

et x(t) = 1—Cert 2(0) + (1 — 2(0)) et
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On vérifie que si z(0) := 0, alors z : t € R — x(t) := W = 0 est
solution.
Si p > 0, quand t — +o0o, z(t) tend vers 1. Si p < 0, quand ¢ — 400, z(t) tend

vers 0.

Notons p : t — p(t) la fonction population en fonction du temps. On convient dans la
modélisation de la supposer continue et dérivable.

Si la population peut croitre sans limites, il est « naturel » de prendre pour modele
de croissance 1’équation différentielle dp/dt = Mp, donc les solutions sont de la
forme t +— p(t) = Ce* . En effet, on a alors, pour n € N, p(n + 1) = e*p(n) et
I’on retrouve le modele d’Euler et Malthus en posant A := e”.

S’il y a des facteurs limitatifs et si la population admet une valeur maximale P, on peut
supposer que A est variable et proportionnel & P — p. On obtient alors I’équation diffé-
rentielle dp/dt = vp(P — p). En posant z := p/P, elle s’écrit dx/dt = $x(1 — ) et
I’on peut poser p := v P et obtenir dx/dt = pz(1l — x).

On a, par hypothese, 0 < p(0) < P. Si p > 0, la population croit avec le temps et
tend vers la population maximum P quand ¢ tend vers +oo. Si p < 0, la population
décroit avec le temps et tend vers 0 quand ¢ tend vers +00. Si p = 0 la population reste
constante.

IV.1.48 On reprend les notations de la page 567.

(i) (a) Onsuppose 0 < u<1.0naa; <0.0na f,(0) = f,(1) =0.

Ona f,(xz) —x = px(oq —x)) et ag < 0,donc f,(z) < z.
Si ug € [0, 1], 1a suite est décroissante et converge vers un point fixe £. On a nécessai-
rement ¢ = 0.

(b) Onsuppose 1 < p<2.0nal<ay <1/2<1/u<1.
Ona f,(0) = f.(1) =0, fu(a1) = a1 et fu,(1/p) = a1, donc, pour tout n € N*,
fat (U p) = an.
Si ug € ]0, 1] (resp. up € Jag,1/2])ona ag —x > 0 (resp. ag — = < 0), donc la
suite définie par f,, et ug est croissante (resp. décroissante) et converge vers un point
fixe £ > 0 (resp. £ < 1/2). On a nécessairement £ = o .
Supposons ug € ]1/2,1[. Si wg € [1/p,1[ (resp. uo € ]1/2,1/u[), alors
uy = fu(uo) €]0,0q] (resp. ui € Jag, 1/2[). On est donc ramené au cas précédent.

(ii) Onsuppose 2 <y <3.0nal/3<y<1/2<aq <2/3.

(a) Montrons que fo f(J) C[1/2,a1] C J.
La fonction f,, atteint son maximum en 1/2, donc a1 < p/4 et fu.(J) = [a1, pu/4].
La fonction f est décroissante sur [1/2,1], donc f(u/4) < «i. On en déduit
fof(J)=f([ar,n/4]) = [f(p/4), a1]. Montrons que f(u/4) > 1/2. Cette inéga-
lité s”écrit g(p) := p?(4—p) > 8.0na g(2) =8 g(3) =9 > 8, ¢'(u) = p?(8—3u).
On en déduit que, pour i € [2,3], g(p) > 8. Ainsi fo f(J) C [1/2,a1].
Ona [1/2,01] C [y,a1] = J, donc I'intervalle [1/2, o] est stable par f o f.
Siwuel/2,aq],0ona f'(u) = 0et f(u) € [1/2, 1], donc f'(f(u)) > 0. Par suite
la fonction fo f est croissante sur I’intervalle [1/2, a1]. On en déduit que la suite us,
est monotone et elle converge vers un point fixe £ € [1/2,a1] de fo f.
Les points fixes de f o f autres que 0 et a; sont racines de 1’équation
pra? — pu(p+ 1z +p+1=0.Ilnyenapassi g < 3,donc £ = a;. En ap-

© Dunod 2018



Solutions des exercices 183

pliquant f, on en déduit que la suite (u2,41) converge aussi vers ;. Par suite la
suite (uy,) converge vers ;.

(b) On suppose 0 < ug < v < a3.Pour z < ag,0ona f(x) > x, donc ug < uq.
La suite croit tant qu’elle reste inférieure a ~y. Si elle le restait, elle serait convergente
vers { < 7y, ce qui est impossible puisque v < «7. Soit k£ — 1 le dernier indice tel
que ug—1 < 7. Alors v < up = f(ug—1) < f(y) = a1, donc ug, € J et ’on est
ramené au cas de (a). Par suite la suite converge vers «a; .

(c) On a déja traité le cas v < ug < az. On peut donc supposer ;3 < ug < 1. La
fonction f est décroissante sur I’intervalle [aq, 1], donc u; € f (Jag,1[) =]0, 1] et
I’on est ramené & I’un des cas de (a) ou (b). Par suite la suite converge vers o .

IV.1.49 1. Linverse de hq g est aussi une transformation affine; on a :
hozfl,—ozflﬁ(g) = 05_15 - 05_15 =@,
donc hy-1,_o-18 = h;%
2. a) Pourconjuquer f aun g.,onrésout’équation g, o ha,g = ha,g © f aux inconnues
a, B, v, c’est-a-dire (ax + B8)? + v = a(az? + bz + ¢) + 3, pour tout z € K. On
obtient une unique solution: o = a, § = %, ¥ = —ac— % + %-
b) Ona f,(z) = —pa® + px,donc a = —p, b= p, ¢ = 0. Par suite :
2
bR
2 * 4

Si ;1 = 4, on obtient v = 2. Les applications f,, et f,, sont conjuguées si, et seule-

1%
a:_/j/aﬁ:§a’y:

ment si, (2 —mu) = p/(2 — mu’). Par suite f, et fo_, sont conjuguées.

IV.1.50 Soit = € [0,1], il existe a € R tel que x = sin*(7a/2). Alors :
fa(x) = 4z(1 — z) = (2sin(ra/2) cos(ra/2))* = sin®(ra).

Par récurrence, pour tout n € N*, f2"(z) = sin®(2" " !7a).

11 est clair que sin(wa/2) ne dépend que de la partie fractionnaire {a) := a — FE(a) € [0,1]
de a.Passerde x a f4(x) revient a passer de (a/2) a (a). En écriture binaire pour (a/2), ceci
revient & supprimer la premiere décimale et a décaler d’un cran vers la gauche les décimales
restantes : ce que 1’on appelle le décalage de Bernoulli (cf. I’exercice 1V.1.65). Ceci permet
d’étudier I’itération de f4 a partir de celle du décalage de Bernoulli.

IV.1.51 1. D’apres I’exercice IV.1.11, le sous-groupe B C R est dense dans R ou de la
forme B = Za, avec a > 0. Si I’on est dans le second cas,ona 1 € Za et £ € Za. 1l
existedonc p € Z*, g € N* telsque { = paetl =qgaetl’ona & = % € Q. Ce second
cas est donc impossible et B est dense dans R.

11 existe donc une suite (b,) de B tendant vers 0 et telle que, pour tout n € N, ’on
ait b, # 0. Il existe donc deux suites d’entiers relatifs (u,) et (v,) telles que, pour
tout n € N, b, = up, +v,€ #£0 et nEIJIrloo(un +v,€) =0.
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On définit deux suites d’entiers relatifs (x,) et (y,) de la facon suivante : x,, := uy,
Yn = Uy 81 Uy = 0 et Ty := —Up, Yn := —vy, sinon. La suite (y,,) est positive et ’on
a,pourtout n € N, z,, + y,£€ #0et lim (z, +y,&) =0.

n—-+o0o

Supposons (y,,) bornée. On peut alors en extraire une suite convergente (y,,(x)) (cf. le
théoréme 47 de la page 558) : klim Ynky = L. Les y,x) €tant entiers positifs, la
— 00

suite (yy(x)) est stationnaire et £ € N.

La suite (,(x))ren+ est convergente de limite —&0. Les (w,,() étant entiers, elle est
nécessairement stationnaire et égale & —¢/ a partir d’un certain rang. On a donc ¢ # 0
(sinon x,, + y,& serait nul a partir d’un certain rang). Par ailleurs, la limite de la suite
d’entiers (2,,()) estun entier ¢', donc £ = —{'/{ est rationnel, et I’on a une contradic-
tion. Ainsi (y,) n’est pas bornée.

On en déduit qu’il existe deux suites extraites (,,(n))nen= €t (Yn(n))nen- telles que :

. - I = 42

Soit @ € A. Soit € > 0. Par densité de B, il existe des entiers a et b tels que
la +b§ —a| <e/2.Sib >0, a+ b6 € A. Sinon, d’apres ce qui précede (c¢f. (42)),
il existe des entiers ¢ et d tels que |c + d§| < &/2 et d > —b. On en déduit
la+c+ (b+d)§ —a| <e,avec a+c+ (b+ d)§ € A. Par suite A est dense dans R.

Onnote: ®:t€[0,1[ = ®(t) :=e?™ € U.Ona:

D(A) = {27} en = (k" bnen = X.
L’application @ est continue et bijective, donc, d’apres la proposition 35 de la page 545,
®(A) = X est dense dans @ ([0,1]) = U. Le cas de X’ est similaire : on remplace &
par —¢£.
On prouve facilement a) et b) en utilisant 3.
D’apres la question 3., pour  := 5 ¢ Q, I'image de la suite (¢’) est dense dans U.

Par ailleurs I’application U — [—1, 1] définie par z — Im z est continue et surjective.
On en déduit que ’image de la suite (sinn) est dense dans [—1,1].

IV.1.52

1. (i) Onchoisit £ € R\ Z tel que k := 2™,
On a nécessairement ¢ # 0. Par homogénéité on peut supposer ¢ := 1. Puisque 4
et —i sont solutions de 1’équation aux points fixes 2% + (d — a)x — b = 0, on doit

avoir0=i—i=a—detb=—i>=1
Alors a, b, d doivent vérifier :
I=0 b a—d be-1,
d—+1
c’est-a-dire :
k+1 eZimetl

a=d=—1 = —cotanm§, c=1 et b= —1.

k—1 lermt 1
On vérifie que a, b, ¢, d € R.
On peut multiplier a, b, ¢, d par —sin €, on obtient ’homographie réelle

(cosm€) x + sin ¢

fraw fla):=

—(sinmé) & + coswE
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qui répond a la question.
(i) On applique (i) en choisissant pour k une racine primitive péme de I’unité. L’ homo-
graphie réelle obtenue est conjuguée par une homographie (complexe)a g : t — kt.
Le résultat s’en déduit.
2. Notons:
u— o av —

et u=h(v):=

u—a v—1

v=g(u) =

Ona: go foh(v)=kv.
L’homographie g réalise un homéomorphisme entre C \ {a} et C \ {1}. On vérifie
qu’elle induit un homéomorphisme entre R et U \ {1}. La densité, dans R, de I’'image
de la suite (u,) se déduit donc de la densité, dans U, de la suite (vy,) qui a été prouvée
dans I’exercice IV.1.51.

Considérons I’ensemble X C R tel que, pour tout uy € X, la suite soit définie. On
aug € X si, etseulementsi, vg ¢ Y := {k™" | n € N*}.

Bv—a

v—1 7’

Sil’onnote Z I'image de Y \ {1} par I’application v — u = h(v) := on obtient
X=R\Z.

Le résultat de densité prouvé ci-dessus reste vrai si 1’on remplace k par k~!, donc YV’
est dense dans U. Par suite Y — \{1} est dense dans U \ {1} et son image Z par

I’application continue h est dense dans A(U \ {1}) = R.

3. On a nécessairement ¢ # 0. Par homogénéité on peut supposer ¢ := 1. Puisque @
et —i sont solutions de 1’équation aux points fixes 22 + (d — a)r — b = 0, on doit
avoira—d=a+aetb=—aa.

Alors a, b, d doivent vérifier :
1= b a—d b=-aa,
d+1

c’est-a-dire :

k+1 _eZimétl
k-1  leme 1
On vérifie que a, b, ¢, d € R.
On peut multiplier a, b, ¢, d par —sin ¢, on obtient I’homographie réelle

d=—i

= —cotannw¢, a=d+a+a, c=1 et b= —aa.

(cosmé — (v + @) sinmé) x + ad sinmé

frxze flx) =

—(sin7&) x + cos €

qui répond a la question.

IV.1.53 Montrons qu’un nombre décimal est inversible dans D si, et seulement s’il est de la
forme +£25", avec m,n € Z.

Un rationnel 1ga (p € Z, a € N) est inversible dans D si, et seulement s’il existe un ration-

nel 15;, (p) € Z, a’ € N) tel que 75 15;, = 1, ce qui revient 2 dire que pp’ = 10°t% ou

encore que 2 et 5 sont les seuls diviseurs premiers de p et p’. Le résultat s’en déduit.

IV.1.54 Onnote [.] la partie entiere.
1. Soitn € N*.Ona vn2+n=ng,q10s...,

no =[vn?+4+n] et oy =[10vVn?+n]—10[v/n2+n].
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De n < vn? +n <n-+1,1ondéduit ng = [vVn? +n| =n.
On vérifie, par ailleurs, en comparant les carrés, que : 10n+4 < 10v/n2 +n < 10n+5,
donc [10v/n? +n] = 10n+4 et oy = 4.

2. SoitneN*, n>5.0navnZ+2n=mg,Ss...,
mo = [Vn2+2n] et B =[10v/n?+ 2n] —10[\/n2 + 2n].

De n < vn? 4+ 2n < n+1,’on déduit my = [v/n2? + 2n| = n. On vérifie, par ailleurs,
en comparant les carrés, que, sin > 5 : 10n + 9 < 10v/n? + 2n < 10n + 10, donc :

[10vV/n? +2n] = 10n+ 9 et (B =09.

IV.1.,55 1. On utilise la proposition 73 de la page 592.

2. On reprend la méthode de la solution de I’exercice 39 en utilisant 1’exercice 38 de la
page 581. Nous laissons les détails au lecteur.

3. Notons L C R I’ensemble des nombres de Liouville. L’application qui a une écriture
décimale u € U associe I’écriture décimale x(u) € L est bijective. L’ensemble U est en
bijection avec R donc il est non-dénombrable et il en est de méme de L.

IV.1.56 Rectification de I’énoncé : lire «,, au lieu de oy, .
Ona,pourtout n > k :

(n—f—lek!) _ (n+10xkD)(n+10x k! —1)...(n+10x k! —k —1)

k k!
_ (n+10xk)(n—1410xEk!)...(n —k—1410 x k!)
N k!
_nmn—1)...(n—k+1)+m x 10 x k!
B k!
:n(n—l)...(n—k+1)+mxloz n o x 10,

k! k
pour un entier m € N convenable. On en déduit, pour n > k, ant+10xk! = Q. Ainsi la

suite (ay,) est périodique de période 10 x k! & partir du rang k. Le résultat s’en déduit.

IV.1.57 L’application f est évidemment injective, donc card P(N*) < card J.

On sait que P(N*) n’est pas dénombrable (cf: le théoréme 1 de la page 14). Par suite J et a
fortiori R ne le sont pas non plus.

IV158 1. a) Ona S = X2 -2, 8 = X® —-3X, S; = X* —4X? + 2,
S5 = X5—5X34+5X, S = X6 —6X*+9X2-2, 5, = X" -7TX°+14X3-7X.
On montre par récurrence que .S, estun polyndme unitaire de degré n a coefficients
entiers.
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Montrons par récurrence que, pour tout n € N, .S, (X + %) = X"+ % On a
So(X+%)=2=X"+retSy(X++)=X+5=X"+5r Soitn>1,
supposons Sy, (X + +) = X" + ¢ .Ona:

1 1 1 1
—(xrL)(xmr ) (xm
- X Xn Xxn—1

1
Xn+l

b) Larelation S, (X + &) = X" 4 < reste vraie pour X € C*.

— X’n,+1 4

Si X :=¢?, X ++ =2cos0 et X"+ 2= =e" + "™ = cosnf, donc:
Sn(2cosf) = 2cosnd.

2. Soit P:=2" 4+ ap_12" "+ an_ox™ 2+ ---+ag,avec ag,...,an_2,an_1 € Z.
Soient p € Z et g € N* premiers entre eux tels que P(p/q) =0.0Ona:

2

T —

P = —q(an—1p" "+ an_2gp™? + -+ aog"),

donc ¢ divise p™, donc p et, puisqu’il est premier avec p, ¢ = 1. Ainsi p/q =p € Z.
3. Ona sin A = cos(w/2 — Ar). 1l suffit donc de traiter le cas de cos Aw. On peut suppo-

ser A # 0.

Supposons que cos Aw € Q. Alors 2cos Am € Q etil existe p € Z et ¢ € N* premiers

entre eux tels que 2 cos A\t € Q = p/q. On peut écrire le rationnel A sous la forme 2k /n,

avec k € Z* et n € N*. Alors 2cosnAm = 2 etl’'ona S, (p/q) = Sn(2cosAw) = 2.

Par suite p/q est une racine de P := S,, — 2. Ce polyndme est unitaire et a coefficients

entiers. Donc d’apres 2, ¢ = 1 et 2cos A\m = p € Z. Puisque 2|cos Awr| < 2. Les seules

possibilités sont p =0, p =1, p = 2, c’est-a-dire cos \r = 0, 1/2 ou 1.

Ainisi cos A est irrationnel sauf si A =0 mod 7 ou +1/3 mod 7 ou +£1/2 mod 7.
4. Soit:

P .= adacd + ad_lxdfl + ad_2$d72 + -4+ a1z + ag.

Ona 2¢P(1/x) = apr® +a1x% ' + asx?2 4 -+ ag_12 + aq. Par suite, le polyndme

P est réciproque si, et seulement si,pour tout k£ € [0,n], ag—r = ai. Autrement dit

si, en lisant a ’envers (en verlan...) le « mot» agaq—_1 . ..ap on retrouve le mot initial.

Un mot possédant cette propriété est appelé un palindrome. Par exemple : radar, kayak,

ara, ressasser, rotor ou «viov ovouruota un udvay 6y » (en grec ancien : lave fes

péchés et pas seulement ton visage). Pour cette raison les polyndmes réciproques sont

aussi appelés palindromiques.

Supposons d pair : d = 25. Pour tout Q € K[Z], le polynome Z°Q (Z+ %) est

évidemment réciproque.

Inversement soit :

d d—1 d—2
P:=a4z" +ag_1x + ag—ox + -4 a1z + ag.

un polyndme réciproque. On a, en utilisant ag_x = ay, :

1 1 1
Z70P(Z) = ap <Z5 + ﬁ) +ay (Z“ + Zﬁ_l) o tasoa <Z + E) + as.
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Par suite, en utilisant 1. a), on obtient :

Z—5P(Z) = aoSs (Z + Z) + a1S5_1 (Z + Z) + as—151 (Z+ E) + as

1
= (apSs +a1Ss—1+ -+ as—151) (Z + E) + as,

donc P(Z) = Z°Q (Z + %) ,avec Q@ = agSs +a155_1+ - +as_151 +as.
SiP:=2+234+2?+Z+1,0naQ=5+5+1=X>+X—-1.
SiP=Z+2+.. . +Z4+1,0naQ=53+8+S1+1=X3+X2-2X—1.
5. Soit n € N* impair: n = 2v + 1. Considérons Py, := Z2 + Z?*~1 +... 4+ Z+1.0n
a(Z-1)Py =2"—1.
Il existe un polyndme @, de degré v tel que Z~"Ps,(Z) = Q, (Z + %) et Q, est
unitaire. Pour tout k € [1,2], e*™*/" est racine de P, , donc 2 cos2km/n est racine
de Q, . Les v réels {2 cos2km/n}peq,,) sont deux a deux distincts, donc :
Q, = (X —2cos2n/n)(X —2cosdn/n)...(X — 2cos2vm/n).
C’est un polyndme a coefficients entiers. Ainsi V,, = ), est un polyndme a coeffi-
cients entiers. On a donc une variante de la preuve de I’irrationalité de cos 27 /n faite
ci-dessus en utilisant 2 et en généralisant la méthode de I’exercice IV.1.5 de la page 596
(ona V5(2Y) =4Y2 4+2Y — 1 et V7(2Y) = 8Y3 +4Y? — 4Y7).
Soit n € N* impair : n := 2v+ 1. Soit 2§ une racine de S,, — 2. Considérons 1’équation
du second degré 22 — 2¢x + 1 = 0. Elle a toujours deux racines distinctes (si £ # 1) ou
confondues (si £ = 1) dans C. Soit @ € C tel que 2( = a+ 1/a,ona a™ +1/a"™ = 2,
donc a™ = 1. Ainsi 26 = w + 1/w, ol w est une racine néMe de 1’unité. Ainsi S,, — 2
a exactement v + 1 racines dans C. Elles sont réelles et égales a : 2 ou 2cos2km/n,
avec k € [1,v].

Les polyndémes V,, et % ont les mémes racines (les multiplicités pouvant différer).

On vérifie: S5 — 2= (X —2)VZ et S7 — 2 = (X — 2)V2.
6. Les polyndmes de Tchebychef de premiere espece {7} sont définis par T := 1,

T, := x et la relation de récurrence 1), 1 = 227T,, — T,,—1. En comparant S,, et T,
pour n € [0, 7], on devine la relation S,,(X) = 27;,(X/2). On la prouve facilement par
récurrence.

Montrons, en utilisant les polynémes de Tchebychef de deuxieme espéce {U,}, que
les v nombres 2 cos2km/n, avec k € [1,v] sont des racines doubles de S, — 2. 1l
suffit de montrer que les nombres cos 2kmw/n, avec k € [1,v] sont des racines simples
de (T, — 1) =T . Ceci résulte de T = nU,_1 et de la factorisation des U,,_1 (cf. le
corollaire 48 et le théoreme 49 de la page 309. On en déduit : S, —2 = (X —2)V,2.

7. a) Le réel 2cos2m/15 est racine du polyndme Vi5 qui est de degré 7. Le but de
la question est de chercher un polyndme a coefficients entiers de degré plus petit
annulant 2 cos 27/15. L’idée est de remplacer Z14 + Z13 + ... + Z + 1 par le
polyndme cyclotomique @15 .

On utilise la formule : ®,,(X) = [[(X¢—1)*("/D o yu estla fonction de Mobius
d|n

(cf- page 307). Les diviseurs de 15 sont 1, 3, 5 et 15.0na p(1) =1, u(3) = —1,

15 _ _
pn(5) = —1 et u(15) = 1, donc ®15(X) = %
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On en déduit « facilement» ®15(X) = X% - X7+ X5 - X4+ X3 - X +1 (ala
main, en utilisant la division euclidienne et un peu de courage, ou avec un systeme de
calcul formel, en utilisant une fonction de simplification des fractions rationnelles,
comme simplify en Maple). Le polyndme ®;5 est réciproque et de degré 8. Il
existe donc un polyndme V', de degré 4 tel que X *®5(X) = V (X + +). En
utilisant la question 4, on obtient: V = S;—S3+5;—1 = X4 - X3 -4X2 44X +1.
On définit P(Y) := V(2Y) = 16Y* —8Y3 — 16Y? + 8Y + 1. C’est un polynéme
de degré 4 a coefficients entiers. Le réel 2cos27m/15 est une racine de V', donc
cos 2m/15 est une racine de P. (Les trois autres racines sont cos47/15, cos8n/15
et cos 147/15.)

b) Ona ®;(X) = X — 1 qui n’est pas réciproque et Po(X) = X + 1 qui Iest.
On utilise la définition des polyndmes cyclotomiques. Pour tout n € N*, on note
E,={ke0,n—1] | kAn=1}.0na card E, = ¢(n) (ol ¢ est la fonction
indicatrice d’Euler). Ona ®,, = H (X - eQik”/"). Supposons n > 2.

keE,
Lapplication FE,, — E, est une bijection et n — k # k (puisque
k — n—k
k Am = 1). On en déduit que card E,, = ¢(n) est pair puis, en regroupant les ra-
cinesen @ paires (e2ikm/n e2i(n=k)T/n) et en utilisant e~ 2k7/n = e2i(n=k)m/n

que J] e**7/™ =1 (ce qui équivaut a ®,(0) = 1). On a, pour tout X € C* :

kEE,
H X (% _ eQikw/n) _ H (1 - e2ik7r/nX)

1
x¢me, (=
=)

keE, keE,
= (—1)#(™ H (1 _ e2ik7r/nX) _ H (e2ik7r/nX _ 1)
keE, keE,
_ H e2i7rk/n H (X _ 672i7rk/n) _ H (X _ 672i7rk/n)
keE, keE, keE,
_ H (X . eQiﬂ'(n—k)/n) _ H (X _ eQiTrk/n) _ (I)n(X)
kEE, kEEy

Ainsi, pour n € N, n > 2, le polyndme ®,, est réciproque.

Variante On peut aussi montrer que les polynémes ®,, et X¢("®, (1/X) ont les
mémes racines dans C (elles sont toutes simples) et qu’ils sont tous les deux uni-
taires (P, (0) = 1). Ils sont donc égaux.

IV.1.59 La preuve de lirrationalité de 72 proposée dans I’exercice est inspirée par un article de
Ivan Niven (1947).

1. Pour m € [1,10], on calcule / ' 2™ sinz dz par récurrence en utilisant des intégrations
par parties. On obtient : ’
I, =12—72, I3 =120—n2, I, = 1680—180m%+n*, Iy = 30240—336072+3072.
La fonction intégrée est strictement positive sur |0, [ donc I,, > 0. Par ailleurs, pour

. 2n+1 2n+1
0<z<7m 0<2(r—a)"sine < 72", donc I,, < T .

2n! n!
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2. On obtient (pour tout polyndme f') par deux intégrations par parties :

/0 f(x)sinzdr = [f(x)cosx]g+/0 f'(z)cosxzdx
= £+ FO) + [ @)sinalf — [ f"(a)sinada

= f(m) + f(0) —/ " (z) sinx dz,
0
En remplagant f par —f”, on obtient :

—/F [ (x)sinxdz = —f"(r) — f"(0) + /” W (z)sinz dz
0 0

et ’on poursuit par récurrence. On obtient, en utilisant deg f = 2n :
/ " fl@)sinada = F(r) + £(0) = () = £(0) + FO(m) + FD(0) — -
0
o (=D (2 () + £77(0)) -

La fonction f est invariante par * — 7 — x. On en déduit f2*(r) = f2£(0), pour
tout k£ € N. Donc

/OTr f(@)sinzdz = 2£(0) — 2f”(0) + 2f@(0) — - - 4+ (=1)"2f2(0).  (43)

Le polynéme f est de degré 2n, donc, pour tout k > 2n, f*)(0) = 0.

C’est aussi un multiple de =™, donc, pour tout k£ < n, f(k) (0) =0.Pour n < k < 2n,
on développe (m — )™ en utilisant la formule du bindme et I’on obtient :

n

f@)=a"(r—a)" =Y (Z) (~1)" Pt (44)

h=0

D’apres la formule de Taylor pour les polyndmes :

2n .

) 4
k=0

Supposons n < k < 2n. Dans (44) le mondme en 2* apparait pour h = 2n — k. Ainsi,

en égalant les coefficients de ¥ dans les deux écritures, on obtient :

f(k]:;!(O) _ (Z) (—1)" Pt (an k;) (—1)Fmp2nk — (k; i n) (—1)kng2nh,

Ainsi :

FP(0) = k! (k " n) (1) mk = Klay, w7,
avec an := (—1)* (") € N.

Par suite 2 f(¥)(0) = Ha, ,m?" ", avec Ha, ; € Z. Dans (43) n’interviennent que
les dérivées d’ordre pair en 0 de f.On en déduit I,, € Z[r?] et que son « degré » est au
plus 2 si n est pair et au plus 51 si n est impair, ¢’est-a-dire au plus E[n/2] dans les
deux cas.

© Dunod 2018



Solutions des exercices 191

3. Montrons que 72 est irrationnel (on en déduira immédiatement que 7 est irrationnel).

On raisonne par 1’absurde. On suppose que 72

tement positifs. Puisque I, € Z[r?] et est de « degré» au plus n’ := E[n/2] < n

= p/q, ol p et ¢ sont des entiers stric-

pour tout n € N, I,, € Q et est de la forme m/q”/, avec m € Z.De I, > 0, on
déduit m € N* et I, = m/q" > 1/¢" > 1/¢". En utilisant I,, < T~ on ob-

tient % < #, pour tout n € N*. En d’autres termes n! < ¢"n2"t! = 1(qmr?)".
Cette égalité est fausse pour n assez grand (nlin;o n! (qgm?)~™ = 0) et ’on aboutit & une
contradiction.

4. Soit a = r/s € Q* fixé (r € Z et s € N*). On peut supposer a > 0 (c’est-a-

dire r > 0). En effet €@ = 1/e® est irrationnel si, et seulement si, e® I’est.
a
Pour tout n € N*, on définit J,, := = / 2" (a —z)"e" dx.
0

On note g(x) := a™(a — x)™. On obtient (pour tout polyndme ¢) par intégration par
parties :

/Oag(ac)e””dx— /f x)e® dx = g(a)e /f x)e” dz.

En remplagant g par —g’, on obtient :

/a g(x)e” dz = g(a)e® — g(0) - (g'(a)e” — ¢'(0)) + /ﬂ f(@)e” da,
0 0

puis, par récurrence :

[ o= 30 1)t (5@ - g0)).
k=0
Ona g(a —z) = g(z), donc, pour tout k € N, ¢ (a) = (=1)¥¢g(¥)(0). On en déduit :
[ atweras =3 0 (@ - 99 0) = Y- g0 ¢+ (-1,
k=0 k=0

On a, pour tout k£ > 2n ettout k < n, g(k)(O) = ( et, en raisonnant comme plus haut
en remplagant 7 par a, pour tout k € [n,2n] :

e B e

—n

Donc, puisque ,s ng?n=F ¢ N, Sn—T;g(k) (0) € Z. On en déduit que, pour tout n € N,
s"J, € Ze® + Z ; autrement dit qu’il existe au,, Bn € Z tels que s"J, = aye® + B,

On a, pour tout n € N, s"J, < Ls"a®Tle® = ae“(” )" donc s™.J, tend vers 0
quand n tend vers +o0o.
On a, par ailleurs J,, > 0.
Montrons que e est irrationnel. On raisonne par I’absurde. On suppose que e* = p/q,
avec p € N et g € N*. On a, pour tout n € N, ¢s"J, € Z et, puisque ¢gs"J, > 0, on
a gs™J, = 1, ce qui contredit lim ¢s™J, = 0.

n—-+o0o

Soit b € Q% \ {1}. Pour montrer que Inb est irrationnel, on raisonne par I’absurde. On

elnb

suppose que a := Inb € Q, alors, d’apres ce qui précede, e* = = b est irrationnel,

ce qui contredit I’hypothese.
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Remarque. On peut montrer que 7 est transcendant (Lindemann 1882). On en déduit que, pour
tout n € N, 7" est transcendant. A fortiori ™ est irrationnel.

IV.1.60 L’exercice reprend la méthode originale utilisée par Johann Faulhaber (dans Academia
Algebrae 1631%) et Jakob Bernoulli (dans Ars conjectandi 1713).

1. a) Onécritles onze premieres lignes du triangle de Pascal :

1
3 1
6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

28 56 70 56 28 8 1

36 84 126 126 84 36 9 1

45 120 210 252 210 120 45 10 1

ke ek ek e ek ek e ek

OO 0N NN

Pour p € N*, dans la p®™€ colonne figurent les (p’fl) (m <p, me][l1,11]).

b) Nous avons déja fait les calculs jusqu’a k = 4. On poursuit sans difficulté (moyen-
nant un peu de courage comme les anciens ou un calculateur formel) et I’on obtient :

251(n) = n’+n

3 1
3S52(n) = nd + 5712 + §n

483(n) = n* + 2n® + n?

5, 5 1
5S4(n) =n®+ §n4 + §n3 - 5"
6S5(n) = n® + 3n° + §n4 _ inQ
° 2" T 12
1
7So(n) =’ + 2n® + In® — Tnd 4 2n
14 2
87(n) = n® + 4n + - - gn +2n?

9 21 3
9Sg(n) = n® + 5718 +6n" — En‘r’ + 2n® — 0"

15 3
108p(n) = 0! +5n? + o —Tn + 50t — Sn®

11 95 11 )
11S10(n) = n'' + 77110 + Eng — 110" +11n° — ?ns + i

On constate que, pour k € [0, 10], le coefficient de n**! est 1 et que celui de n*
est £ c’est-a-dire que : (k + 1)Sy(n) = nf+! 4 Elpk 4.

“Darinnen die miraculosische Inventiones. ..
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c)

d)

Pour k € [2,10], la liste des coefficients de n*~1 est :

1 5 5 7 14 15 55

2y 3 ey
Le plus petit dénominateur commun de ces fractions est 6. En multipliant par 6 on
obtient :

3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45.
Ces nombres figurent dans la troisieme colonne du triangle de Pascal, par suite,
pour k € [2,10] :

k+1 1/k+1
(k+1>sk<n>n’“+l+%nk+g< : )nk_1+~~~

Pour k € [3,10], le coefficient de n*~2 dans (k + 1)Sy(n) est nul.
Sk(n) est également nul.

(k
Pour k € [5,10], le coefficient de n*~* dans (k + 1)
Pour k € [4,10], la liste des coefficients de n*~
1 1 7 7 21
Y e 3 5
Le plus petit dénominateur commun de ces fractions est 30. En multipliant par —30
on obtient :

3 est

—T.

5, 15, 35, 70, 126, 210.
Ces nombres figurent dans la cinquiéme colonne du triangle de Pascal, par suite,
pour k € [4,10] :

. 1/E+1\ ., 1/k+1 1 (k+1
_ k1 1 kot k—1_ L k=3 ...
(k+1)Sk(n)=n +2< 1 >n +6< 9 >n 30< 4 >n +

Pour k € [6,10], la liste des coefficients de n*~° est :
1 2
63’
Le plus petit dénominateur commun de ces fractions est 42. En multipliant par 42
on obtient :

2, 5.

7, 28, 84, 210.
Ces nombres figurent dans la septiéme colonne du triangle de Pascal, par suite,
pour k € [6,10] :

1/k+1 1/k+1 1 (kE+1
k+ 1)Se(n) = nkt! o X ko 1 k—1_ L k3
(k+1)Sk(n) =n +2( ) )n tel o ) ol o4 )

1 (k+1\ , s
+42< 6 )” T

On complete les résultats précédents en vérifiant que :

k

Vk € 0,10], (k+1)Sk(n) = Z (k;— 1) fpnk—p-l-l’

p=0

On a, pour tout k& € [0,10], Si(1) = 1, donc, en faisant n = 1 dans la formule
ci-dessus, on obtient :

k
vk € [0,10], k+1z<k;1)fp.

p=0
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Ces formules permettent, pour k € [1,10], de retrouver les fj par récurrence a
partirde fo=1.

L’ égalité (18) a déja été écrite dans la question précédente pour k € [0, 10]. Elle permet
de déterminer les {f,}nen par récurrence a partir de fo := 1.

Onak+1= (k*l'l) et f1 = 1/2, par suite 1’égalité :

k+1fo<kgl)+f1<k1Ll>+fz<k;r1>+~~+fk<kzl>

est équivalente a la suivante :

Ozfo(kgl) _fl(kjltl)Jrh(k;rl)+mfk(k;7€-1)

Notons a,, := f, pourtout n # 1,et a; := —f;.Ona:
m—1 m
ap=1 et Ym > 2, < )ap(),

En comparant avec la formule de récurrence pour les nombres (b,,),cn de 1’exercice 11
de la page 878 (cf. (28)):

m—1
m
bop:=1 et VYm > 2, ( >b =0, (45)
0 Z;O p P

on en déduit que, pour tout n € N, a,, = b,,. Par suite, on a :

e pourtout p =1, fop11 =bopy1 =0;

e pourtout p =1, fo, = by, = (—1)PTB,;

o f1=-b.

On a, par suite, pour tout n € N, f,, = (—1)"b,,. Ainsi la seconde égalité de (45) peut
s’écrire :

nil(*1>p (T;) fp=0. (46)

Ona: (;)(",) = (n—na!)!a! (n(—nz;—ab))!!b! = (n—aﬁ!b)!a!b! = (n—nb!)!b! (n(—naibg)!!a! = () (n;b)-

b) a) On,pourtout k € [0,10], (k+1)Sk(n) = ®x(n), ce qui justifie I'introduction
de (I)k(l‘)
D’apres la question 2 de I’exercice IV.1.25, on en déduit A (@4 (x)) = (k+1)2*,

pour tout k£ € [0, 10].
b) Calculons A (P (z)), pour tout k € N. Il faut du courage et un peu d’ingénio-
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sitt ! Ona:
A(Pp(n)) = Px(n) — Pr(n —1) sz; (k ; 1) o (WF7PHE = (n — 1)FP )
- pio <k ; 1) fv (nkpﬂ _ kgl (k - 1: + 1) nz‘(l)kpﬂz')
k | o
;)(k+1)fpz (k 1;—1—1) ni(—1)

5 o ()

0<p,i;i+p<k

Z kpl(k:-i-l)( _Hl)fpni

0<p,i;i+p<k

S (1 (k : 1) <sz(—1)p (k o 1)fp> n

i=0 p=0

— (k;: 1)nk = (k+ 1)n*

Pour passer de la premiére a la deuxieme ligne, on utilise la formule du bindme.
Pour passer de la quatrieme a la cinquieme ligne, on utilise la question 3. Pour
passer de la sixieme a la septieéme ligne, on utilise (46) avec m := k — ¢+ 1,

~.

i< k:
o k—i+1
Se(T )=
p=0 p
Ona A (k+1) = zF et ®4(0) = 0, donc, en utilisant I’exercice IV.1.25 :
Py (n)
Sy(n) = .
b)) =375

Remarque. Si I’on connait les polynomes de Bernoulli (et leurs principales pro-
priétés), on peut les utiliser pour prouver la formule de Faulhaber.

Iv.1.61

1.

b)

a) Ona up,u; € Q et]’on montre par récurrence que u,, € Q pour tout n € N.
La suite (u,) ne peut pas tendre vers 0. Si elle tend vers £ € R*, ona:

1130 3000
=111 - -t cest-a-dire  £3 — 11142 + 1130¢ — 3000 = 0.

On « trouve » que cette équation du troisieme degré admet les racines { = 5, { = 6

et ¢ = 100. Par exemple, avec Maple, on peut utiliser

solve (111x72-1130x+3000=x"3, x)
qui retourne [100, 6, 5] et vérifier que ces valeurs conviennent.
On peut, pour faciliter les comparaisons, faire tous les calculs avec un méme pro-
gramme et, selon les cas, entrer les conditions initiales en valeurs flottantes (calcul
numérique) ou fractionnaires (calcul exact). Dans le premier cas le programme est
exécuté en flottants et dans le second exactement.
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Voici un programme en Maple. On définit :

f:(x,y) —> 111-1130/x+3000/x*y

puis une procédure :

suite :=proc(a,b,n)
local u0, ul, t, k, r;
ul:=a; vl:=b;
for k to n-1 do
t:=ul; ul:=£(ul,ul);ul:=t

od;
r:=ul; r
end~proc

Ce programme donne, pour n € N*, w,, = suite(a,b,n) en fonction de ug := a,

U1

:= b et de n. Le lecteur pourra facilement I’adapter & son systeme préféré

de calcul formel. Les exemples numériques donnés plus loin ont été obtenus avec
ce programme sur un MacBook Pro. Pour des conditions initiales en flottants,
on utilise une notation avec une virgule ou a:=evalf(.) et b:=evalf(.).
Pour évaluer des résultats exacts obtenus sous forme fractionnaire, on utilise
evalf (suite(a,b,n)).

*

Quand on calcule numériguement une vingtaine de termes de la suite (u,,) on
observe un comportement assez similaire guelle que soit la machine utilisée : la
suite croit d’abord lentement, puis elle « se promeéne un peu erratiquement » et

ensuite elle semble converger rapidement vers 100 (a partir du 10°™€ terme sur
notre machine).

Dans le détail les résultats dépendent du nombre de chiffres (ou de bits) utilisés
par la calculette ou la machine.

Nous avons obtenu pour le 15€™€ terme uys
suite (evalf(11/2),evalf(61/11),15) = 100,0000084.

Si I’on calcule formellement, les résultats sont indépendants de la machine uti-
lisée. Apparemment la suite est croissante et converge assez lentement vers 6.
Les valeurs sont d’abord tres proches des valeurs numériques obtenues ci-dessus
numériquement, puis elles s’en écartent (2 partir du 7¢ME terme sur notre ma-
chine).

Nous avons obtenu pour [’évaluation en flottant du 23™€ terme ug3 calculé
exactement :

evalf (suite(11/2,61/11,23) = 5985129531,

et, pour le 30¢€ terme : 5,995804952.
On calcule formellement la suite, mais avec un « trés petit » changement de la
valeur initiale : ug est inchangé, mais u; := 61/11 est remplacé par une valeur

décimale approchée (a 6 x 10~2! pres). Les résultats sont indépendants de la
machine utilisée et la suite semble converger vers 100.

Nous avons obtenu pour le 23 terme 3 :
evalf (suite(11/2,554545454545454545454/10~20, 23)
— 100,0011217.

c) Siwug:=6etu :=06,lasuite u, estconstante : pour tout n € N, u,, = 6.

*
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ainsi définie, le résultat est fort surprenant : quelle que soit la machine ou la
calculette utilisée, la suite semble tendre vers 100.

Nous avons obtenu pour le 127 terme uys
suite(6.,6.,12)=suite (evalf(6),evalf(6),12) = 100,0868871.
On comparera avec suite (6,6,12) =6...

*  Quand on calcule formellement les termes (u,,), on trouve toujours (sans sur-
prise!) u, = 6.

*  Quand on calcule formellement la suite () définie par les conditions initiales
@ip = 6 et @ := 6000000000003 x 1012, 1a suite semble converger vers 100.
Nous avons obtenu pour le 19€™€ terme diqg

evalf (suite(6,6000000000003/10712,20) = 99,99999998.

Notons que, si I’on commence par ugp = u; = 6 et si, en calculant avec 14
chiffres significatifs, on arrondit uy, on obtient 6,000000000003, ce qui nous
ramene au cas ci-dessus, avec un décalage d’indices de 1.

*  Siwug:=5etu =5, lasuite u, est constante. Quand on calcule a partir de
ces valeurs initiales, les résultats numériques et formels coincident :

suite(5.,5.,n) = suite(5,5,n) =5.

d) On peut faire quelques hypotheéses pour expliquer les résultats observés ci-dessus.

e)

Elles seront confirmées par les réponses aux questions suivantes qui permettront une
approche rigoureuse.

On peut penser que la limite de la suite (u,) est 6. Si I'on considere les résul-
tats purement numériques, on peut penser qu’il y a une accumulation des erreurs
d’arrondi conduisant a un résultat aberrant. En fait ce n’est pas le cas. Le troisiéme
calcul effectué de fagon exacte, pour n > 2, a partir de la premiere erreur d’ar-
rondi pour u;, ¢’est-a-dire en remplagant la fraction 61/11 par la fraction décimale
554545454545454545454 /1020, permet de penser que I’on est en fait dans un cas
de grande sensibilité aux conditions initiales : si ug := 11/2 et u; := 61/11 la
suite converge vers 6, mais si, sans changer ug, on remplace u; par une valeur trés
voisine, mais différente (par exemple de 1072°), la suite converge vers 100. Ceci
est confirmé si 1’on considere le cas ug = u; = 6, puis si I’on remplace u; := 6
par % := 6000000000003/10*2.

Par contre, si ug = u; = 5,ona:

1130 3000 1130~ 3000

=111— —+ — =111 - 226 4 120 = 5.
U1 +UOU1 5 + 25 *

up = 111 —

Dans ce cas, les calculs formels et numériques coincident car, contrairement a ce qui
se passe dans le cas précédent, les divisions « tombent juste ». Dans les deux cas, on

trouve donc une suite constante.
s+l gntl

Montrons que, pour tout n € N, u,, = 775w On procede par récurrence. On
auy =3 = % etu; =& = 5;122 . Supposons la formule vraie pour n > 1 et
montrons la pour n + 1.
Ona:
5n + 6" 5n71 +6n71
Un+4+1 = 111 — IIBOW + BOOOW
B 111(5™+ 4 67FL) — 1130(5™ + 6™) + 3000(5" 1 + 67~ 1)
- g+l + G+l )
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On avuque:

52 —111x5%24+1130x5—-3000=0 et 63—111x6%+1130x 6 — 3000 = 0,
donc :

572 = 111 x 5”1 + 1130 x 5" — 3000 x 5"}
6772 =111 x 6™ + 1130 x 6™ — 3000 x 6™ L.

o e L
On en déduit Un+1 = W .
Le lecteur peut 1égitimement se demander comment I’on a pu deviner la formule que
nous venons d’établir. Il le comprendra un peu plus loin... (on peut aussi utiliser la

question 4 de I’exercice IV.1.43, en remarquant : % =11 - % ).

Puisque, pour tout n € N, 5™ 4+ 6™ > 0, la suite u,, est bien définie.
5n+1 6n+1 5 6 n+1 1
On peut écrire u,, = + = (5/6) +1
5™ + 6™ (5/6)+1

Quand n tend vers +o0, (5/6)™ tend vers 0, donc u,, tend vers 6.

2. a) Soit (w,) une suite réelle dont tous les termes sont non nuls. On suppose que la suite
définie par (v, := Wp11/wy), pour n € N, vérifie la récurrence (19). Alors :

11
_1yp_ 1130wnis 3000w,

Wn+2 Wn+2 Wn+2

Wn+3

)

donc :
Wps = 111wy, 19 — 1130ws,41 + 3000w,
Inversement, si une suite (wy, ), dont tous les termes sont non nuls, vérifie la récur-
rence linéaire wy,4+3 = 111w,42 — 1130w,4+1 + 3000w, , on obtient, en divisant
par Wy42 :
W43 _ 197 _ 1130wy 41 n 3000wy,

Wn+2 Wn+2 Wn+2

)

et, en posant, pour n > 1, v, = wn+1/wn :
1130 3000
+ .

Un+1 UnUn+1

Upgo = 111 —

b) On vérifie facilement que I’ensemble E des suites solutions de la récurrence (20) est
un sous-espace vectoriel de I’espace des suites réelles et que 1’application

R — FE
(w0;w17w2) — (wn)
est injective et surjective. Par suite I est de dimension 3.
La suite (p™) appartienta F si, et seulement si, pour tout n € N :
Pt =111p"2 — 1130p" ! + 30000,

c’est-a-dire si, et seulement si, p3 = 111p? — 1130p + 3000.

Par suite p =5 ou p = 6 ou p = 100.

Montrons que les trois suites (5™), (6™) et (100™) forment un systéme libre de E. 1l
suffit de montrer que les trois vecteurs (1,5,5%), (1,6,6%) et (1,100, 100%) forment
un systéme libre de R3. Un calcul simple, laissé au lecteur (qui peut aussi utiliser les
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1 1 1
déterminants de Vandermonde) montre que |5 6 100 | = 8930 # 0, d’ou le
52 62 1007

résultat.

Par conséquent, les 3 suites (5™), (6™) et (100™) forment une base de E et tout
élément de E s’écrit de facon unique (wy) = A1 (5") + A2(6™) + A3(100™),
avec A1, A2, A3 € R.

c) Soient A, A2, A3 € R. D’apres la question précédente, si, pour tout n € N,
A5 4+ \o6m L + A31007 L
A1(8™) + A2(6™) + Az (100™ 0, al n 1=
1(5™) + A2(6") + A3(100™) # 0, alors v SV TN W T TR
s’annule jamais et la suite (v,,) vérifie la récurrence (19). Notons que v,, ne change
pas si I’on multiplie (A1, A2, A\3) par un méme réel non nul. On peut donc choisir
wo = A1 + Ag + A3 = 1. Alors w; = vg et wy = viw, = V1.
Inversement, supposons que la suite (v,,) vérifie la récurrence (19) (ce qui sous-
entend, en particulier, que, pour tout n € N, v,, # 0). On cherche A1, A2, A3 € R
tels que :
BAL 462 +10A3 =vp et 5%\ + 67X + 100° A3 = vy.
Les )\; ne sont pas tous nuls (vy # 0). A un coefficient de proportionnalité prés, on
peut supposer de plus A\; + A2 + A3 = 1 et I’on trouve une solution unique.
En utilisant v,, # 0, on montre par récurrence que :
A1 5L 4+ Xg67 T 4 A31007 T
A1+ A6 + A3100™ £0 et v, = .
1374 267 4 231007 £ 0 et 0 A5 + Ag6" + A31007
Si A3 # 0, on écrit :
100 A1(5/100)" T + Xy (6/100)" 1 + A3
Uy = :
A1(5/100)™ 4+ A2(6/100)™ + A3
On a lim(5/100)"™ = lim(6/100)™ = 0. On en déduit que lim v,, = 100.
Si A3 =0 et Ay # 0, on écrit :
6 A1 (5/6)"+1 + Ao
’Un = —_—
A1(5/6)™ + Ag
On en déduit que la suite v,, tend vers 6.
Sid3=0et A2 =0, \; #0 et v, = 5. Lasuite (v,) est constante et égalea 5.
d) Sivg=6¢etv; =6,alors \{ =3 =0.
Sivg =6 et vy =6+ ¢, avec € # 0 (ona vu ci-dessus le cas oil € := 3 x 10712),
on ne peut pas avoir Az = 0. Si c’était le cas, on aurait :
MAX=1, BN\ +6Xla=6 et 52\ +6%X\ =6(6+¢),
donc Ay = 0, Ay = 1, ¢ = 0 et une contradiction (on peut aussi calculer
Az = %) On en déduit que la suite converge vers 100, ce qui est en accord
avec les calculs évoqués plus haut.
3. Soient 0 < p; < p2 < ps des entiers. On note o1 = p1 + p2 + p3,
09 = p1p2 + p2ps + p3p1, 03 = p1p2ps3 et I'on considere la suite « définie » par

la relation de récurrence :

02 g3
+

Unp42 = 01 —
Un+1 UnUnp+1
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et les conditions initiales :

 pLtD2 P+ p3

Up = — et U = —
2 p1 + p2

Nous laissons au lecteur I’étude de cette suite et de celles obtenues en prenant des valeurs
initiales arbitraires.

IV.1.62 On conjecture que 1’application de Collatz f n’a pas d’autre cycle positif que le cycle
trivial (1,4, 2). Le but de I’exercice est de mettre en évidence des propriétés que devrait avoir
un tel cycle A s’il existait. En particulier card A = 18 est impossible et, en admettant un
résultat vérifié en utilisant un ordinateur, on doit avoir card A > 101°.

1. a) Notons by, ...,b, les éléments pairs du cycle A.
Notons P le produit des éléments de A. Ona P = by ...byc1...cq et, puisque A

est invariant par f : P = %1 e %”(301 +1)...(3¢g+1). On en déduit :

b b
bl---bpcl---cq:é---gp

1 1 1
d’ou: 2P = (3+—) (3+—)...(3+—).
C1 C2 Cq

1 q
On en déduit : 37 < 2P < (3 + —> , puis, en utilisant les logarithmes a base 10 :
a

(Ber+1)...(3¢q+ 1),

logyo3 <P logyo (3 + %)
logip2 ¢ logy 2
b) On suppose que card A =18.0na p+ q =18, donc p = 18 — q.
Par suite 39 < 21879 L (3 + %)q et, en utilisant a > 1, 39 < 21877 < 49,
Supposons ¢ > 7.0n a 37 = 2187 > 2048 = 2'!', donc 3¢ > 2'8-9 ce qui
contredit 37 < 2!879 et I’on a une contradiction.
Supposons ¢ < 5. 0n a 213 > 210 = 45 donc 21877 > 49, ce qui contredit
218-9 < 49 et ’on a une contradiction.
Supposons ¢ = 6. On a 21876 = 212 = 46 ce qui contredit 2!? < 45 et 'on a
encore une contradiction.
Ainsi card A = 18 est impossible : il n’existe pas de 18-cycle positif.
¢) On suppose que I’on sait que toute suite récurrente définie par f et ug € N* tel que
up < 5 x 10'® prend la valeur 1.Onadonc a > 5 x 108, 1/a <2 x 10719 et :

: (47)

n3 1 3 lo 3+2x10"19
no  1logqg <P< glo( )

In2 login2 ¢ log;, 2
On en déduit en utilisant un logiciel de calcul numérique ou formel que :

p/q € J :=]1,58496250072115618145, 1,58496250072115618155].

On vérifie aussi que }Zi—izg € J. Ainsi p/q appartient & un « tout petit intervalle » (de lon-

gueur 1071?) qui contient aussi log, 3. La question suivante, qui porte sur I’approxima-
tion rationnelle, nous permettra d’en déduire que p et ¢ sont nécessairement « grands » et
par suite que card A = p + ¢ est « grand ».

2. a) Onapged(ry,s1) =pged(re,s2) =1.
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b) Montrons (i)=> (ii). Supposons r1/s1 < r/s < r3/s2 etnotons \ := ros —1s9 > 0

et yu:=rs; —rys > 0. Alorset A\ :=rys —rse > 0. En utilisant s1ry — ser1 =1,
on obtient 7 = Ary 4+ prg et s = Asy + uso. Si I'on suppose r/s irréductible, A
et p sont nécessairement premiers entre eux.
Montrons (ii)=- (i). Soient X et u des entiers strictement positifs premiers entre eux.
On pose 7 = Ary + prs et s = Asy + uso. Alors, en utilisant s175 — sor; = 1, on
obtient A :=rys —rse > 0 et p:=rs; —rys > 0. Tout diviseur commun a r et s
divise A et p et est donc égal & 1. Ainsi la fraction r/s est irréductible. De A > 0
et u > 0 ondéduit r1/s1 < 1/s <1ra2/83.

c) Soient p’ et ¢’ des rationnels strictement positifs tels que 1 /s1 < p'/q¢’ < r2/s2.
On écrit p'/q' sous forme irréductible p’/q¢’ = r/s. Alors, il existe a € N* tel
que p' = ar et ¢ = as. Par ailleurs, d’aprés 2 b), il existe des entiers strictement
positifs premiers entre eux A et u tels que » = Ary + prg et s = As; + pusa. Ona
A p>1,doncr >1 + 79 et s> s; + so. Enutilisant o > 1, on obtient p’ > r
etp = s,puisp =ri+roetq =51+ 59.

d) Vérification immédiate.

3. On applique l'algorithme d’ Euclide a 355 et 113 : 3556 = 3 x 113 + 16,
113 = 7 x 16 4+ 1. On en déduit 7 x 355 — 22 x 113 = 1. Donc (22/7,355/113)
est une paire de Farey. On a : (113 — 106) x 355 — (355 — 333) x 113 = 1, donc
333 x 113 — 106 x 355 = 1, et (355/113,333/106) est une paire de Farey. On a
333/106 < 355/113 < 22/7 et (ri/s1 := 22/7,r2/s2 := 333/106) est une paire
de Farey. Supposons 22/7 < p’/q’ < 333/106. En utilisant 2 c), on en déduit p’ > 355
et ¢’ > 113. On termine en vérifiant :

333/106 < 3,14151 < m —8 x 107° < w4+ 8 x 107° < 3,1428 < 22/7.

L approximation 355/113 = 3,14159292... de 7 a été découverte au V© siécle par
le mathématicien chinois Zu Chongzhi et redécouverte en occident par Peter Metius
en 1585.

4. a) On utilise une calculette pour la vérification. On utilise ensuite 2 c).
b) On vérifie numériquement le résultat.

5. On revient a I’étude du cycle positif A de 1’application de Collatz. On a p/q € J
(cf- (21)). On en déduit, en utilisant 4. b) :

p/q € |r1/s1,r2/s2[ = |357638239/225644606, 272500658,/171928773].
Par suite, d’apres 3 a) : p > 630138897 et ¢ > 397573379, et :
card A = p+ q > 630138897 + 397573379 = 1027712276.

6. a) Les a, correspondent bijectivement aux A, . Ils sont deux a deux distincts et
forment un sous-ensemble de N* que I’on peut numéroter dans I’ ordre croissant pour
la relation d’ordre de N. Supposons qu’il en soit ainsi. Alors la suite (a,,) est stricte-

1n(3+ﬁ) _ 3

ment croissante et lim a, = +00.Onen déduit lim 5 = 1ns° D’apres
n—-+o0o n—-+oo n n
I’exercice IV.1.4 de la page 595, %E—g est irrationnel. En utilisant I’exercice IV.1.33

de la page 600, on en déduit que lim p, =4occet lim ¢, = +oc.
n—-+oo n—-+oo

Par suite lim card A4, = +oc0.
n—-4o0o
b) On raisonne par I’absurde. Soit m € N* fixé. On suppose que f possede une fa-

mille infinie de m-cycles positifs deux a deux distincts { A, } ,en . On peut supposer
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que la suite (a,) est croissante. Alors 11111 card A, = +oo, mais, Vn € N,
n——+00
card A, = met lim card A, = m.On a une contradiction.
n—-+o0o

Remarque. Terminons par un mot sur le choix des « mystérieux » entiers apparaissant dans la
question 4.

Le probleme est de trouver un intervalle de Farey (c’est-a-dire dont les bornes forment une
paire de Farey) de longueur « tres petite » contenant I’intervalle J. Pour construire un tel
intervalle, on peut procéder par une variante du procédé de dichotomie. On commence avec
une paire de Farey contenant J, par exemple (1/1,2/1), puis on la coupe en deux paires
de Farey (1/1,3/2) et (3/2,2/1) en utilisant 2. d). On garde la paire contenant .J, c’est-
a-dire (3/2,2/1) et I’on continue tant qu’il y a I'une des deux paires qui contient J (en pro-
grammant le calcul. . .). Pour cette approche, ¢f. Shalom Eliahou, /e probleme 3N +1, C.N.R.S.,
Images des mathématiques, 2011, http ://images.math.cnrs.fr/.

Nous avons en fait utilisé une méthode « moins élémentaire » basée sur les notions de fraction
continue et de développement en fraction continue d’un nombre réel = (cf le volume L3).
Un tel développement donne une suite de rationnels (r,), la suite des réduites, qui converge
vers x. On peut calculer des développements en fractions continues en utilisant un systéme de
calcul formel. Par exemple avec Maple : convert (x, confrac, n+1) ; retourne la fraction
continue [go,q1, - - -, qn] et ensuite identify (numtheory[cfrac], (%)) ; retourne la
réduite r,, . On vérifie ainsi que les fractions :

ri7 = 272500658,/171928773,
rig = 357638239/225644606,
r19 = 630138897/397573379

sont les 17¢M€ | 18éme ot 19¢™M€ réduites du développement en fraction continue de
log1p 3
o= €10

= Tog, 2" Signalons que :

ro =22/7, r3=333/107 et ry=355/113
sont les 2€M€ | 3eme o geme r&quites du développement en fraction continue de z := 7. La
réduite suivante r5 = 103993/33102 donne une excellente approximation de 7 :

103993/33102 = 3,1415926530119. ..

Le lecteur intéressé par les fractions continues pourra consulter le livre « J.P. Ramis et A.
Warusfel, Cours de Mathématiques Pures et Appliquées, Algebre et Géométrie, de boeck
2010 » (I.1 6) ou le livre « Michel Demazure, Cours d’algébre, Cassini 1997 » (Ch. 7, 7.4).

IV.1.63 1. Soient a, b, ¢ € R trois points deux a deux distincts. On suppose que

f(a) = b, f(b) = ¢, f(c) = a; (a,b,c) estun 3-cycle de f. Quitte & changer les
noms des points, on peut supposer a < b < ¢. On note Iy := [a,b] et I := [b,].
Onaa, c€ f(I1),donc Iy C Iy UI; = [a,c¢] C f(I). Par suite, en utilisant ’exer-
cice 29 de la page 551 (avec J := I ), on montre que f admet un point fixe dans I; .

2. Onaly C f(Iy), d’apres ’exercice 7, il existe un segment J C I tel que f(J) = I5.
Ona J C Iy C f(I1),donc J C fo f(J). En appliquant I’exercice 29 a f o f, onen
déduit que f o f aun point fixe £ dans J.Ona ¢ < bet f(£) > b. On ne peut donc pas
avoir f(¢) = ¢ (on aurait £ = b et f(b) = ¢ # b). Ainsi £ est un point périodique de
période 2 de f.
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3.

Soit 7 un entier, 7 > 4. On va montrer que f possede un point périodique de plus
petite période 7. La premiere étape est de définir, par récurrence, une suite d’intervalles
emboités: A,_o C A,_3 C--- C A; C Ay, telle que, pour tout ¢ € [0, 7 — 3], I’on ait
f(Aiv1) = A

On pose Ag := I; = [b,c]. Ona Ay C f(Ap), donc, d’apres I'exercice 7, il existe
Ay C Ap tel que f(A1) = Ag.Ona A; C f(A;), donc, d’apres I’exercice 7, il existe
As C Ap tel que f(A2) = A;. On termine par récurrence de fagon évidente.

On a, pour tout i € [0,7 — 2], f°(A;) = Ag = I. Puisque Iy C f(I;), on a
Iy C f°771(A,_5). En utilisant encore une fois I’exercice 7 (avec la fonction f°7~1),
on obtient un segment A, 1 C A, o tel que f°7"1(A,_1) = Ip. On en déduit
A1 C I) C f°7(A,_1) et, en utilisant ’exercice 29 (pour la fonction f°7), on en
déduit qu’il existe un point fixe £ de f° appartenanta A, ;.

Il reste a montrer que 7 est la plus petite période de ¢. On raisonne par I’absurde.

Les 7 — 2 premiers itérés de ¢ appartiennenta I, le (7 — 1)¢™€ appartient a I, et le
Téme est ¢ € I, . S’il existait une période p telle que 2 < p < 7, on aurait f°P(¢) = £.
Ona for=p=1(p) = felr=p= (for(g)) = foUr=() € Ip.Mais T —p—1 < 7 — 2,
donc f°(m=P=1)(¢) € I. Ainsi, on doit avoir f°("=1(¢) = b, donc f°7(f) = ¢ = {.
Ona T > 3,donc 7 —2 > 1. Par suite A, C A; et, puisque ¢ € A,,, { € A et
fl) e Ag =1, . Mais f(£) = f(c) = a ¢ I, et!’on obtient une contradiction.

IV.1.64 On identifie, pour simplifier, toute suite finie & la chaine de caracteres correspondante.

1.

a) Onraisonne par I’absurde. supposons que I’écriture de ¢ est impropre. Alors, il existe
k € N* tel que toutes les décimales de rang strictement supérieur a k soient des 9.
Mais la suite S formée de k + 1 z€ros figure dans la suite des décimales de ¢, donc
il existe une décimale de rang strictement supérieur a k de ¢ qui est un zéro et I’on
obtient une contradiction.

b) On raisonne comme dans a).

Le nombre de Champernowne c est un nombre univers. En effet toute suite finie S
ne commengant pas par un 0 a été utilisée dans la construction et, si .S commence
par 0, la suite finie 15, obtenue par concaténation de 1 et .S a été utilisée dans la
construction.

A tout nombre réel a, on peut associer un nombre « complémentaire » b, en rem-
placant chaque décimale oy de a par 9 — aj. On vérifie que si a est un nombre
univers, alors b est aussi un nombre univers. Ainsi le nombre complémentaire de ¢
est un nombre univers.

Partant de ¢, on obtient d’autres nombres univers de la fagon suivante : par définition
la partie réelle est O et la suite des décimales est obtenue en concaténant une suite .S
finie arbitraire de longueur n € N* et ¢ : 0, Sc. On vérifie que ces nombres sont des
nombres univers et forment un ensemble infini.

¢) Soient ¢ un nombre univers de partie entiere nulle et b le nombre « complémen-
taire » défini comme dans ’exemple 42 de la page 591.Ona a+b =1 et 1 n’est
pas un nombre univers.

a) Soit L une suite finie de m chiffres. Pour tout n € N*, on peut définir un entier
sp 1= 100...0L, écritavec m+n-1 chiffres. Cet entier apparait dans la fabrication
de c. On raisonne par I’absurde. On suppose que L ne figure qu’un nombre fini de
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fois dans la suite des décimales de c. Il existe alors p € N tel que L ne figure pas

dans la suite des décimales de ¢ au dela de la péme . On obtient une contradiction
en considérant une apparition de s,, dans la suite des décimales de ¢ (par exemple la
premiere) : le mot L écrit dans «ce » s, figure dans la suite des décimales de ¢ au

dela de la pé™e .
Ainsi L figure une infinité de fois dans la suite des décimales de c.

b) Soit @ un nombre univers. Soit . une suite finie de m chiffres. Les suites finies
S1 = LO, Sy := L10, S3 = L110, Sy := L1110... de m + 1, m + 2,
m + 3, m + 4... chiffres (obtenues par concaténation de L avec 0, 10, 110,
1110...) figurent chacune au moins une fois dans la suite des décimales de a.
Il existe donc une suite (k(n))nen- telle que, I'on ait ag(yy ... ap1y4m = LO,
ag2) - - p2)4mt+1 = L10, agsy ... Qg@)4+m+2 = L110... Montrons que les
(Qg(n)) sont deux a deux distincts. On raisonne par 1’absurde. Supposons qu’il
existe p,q € N* tels que p < g et agp) = Qg - On a agp)tmip—1 = 0
et Qp(g)+m4p—1 = 1, d’ou une contradiction. Ainsi, pour tout n € N*,
L = agm) - - - Qk(n)+m—1 €t L figure une infinité de fois dans la suite des décimales
de a.

¢) Soit @ un nombre univers. Soit b un nombre obtenu en changeant un certain nombre
de décimales parmi les k premieres de a, les décimales de rang strictement supérieur
a k restant inchangées. Soit S une suite finie. Puisqu’elle figure une infinité de fois
dans la suite des décimales de a, elle figure au moins une fois dans la suite des
décimales de rang strictement supérieur a k de a. Elle figure donc dans la suite des
décimales de b. Ainsi b est un nombre univers.

d) Lapreuve est similaire & celle faite pour le nombre de Liouville a laquelle le lecteur
se reportera pour les détails (cf. I’exercice 39 de la page 585). Soit a un nombre
univers. On raisonne par ’absurde. Si a € Q, la suite de ses décimales est périodique,

m répétitions
—
de période m, a partir du rang k + 1. Par ailleurs, la suite finie .S :=00. . .0 formée
de m zéros figure une infinité de fois dans les décimales de a . Il existe donc une suite
d’entiers strictement positifs, deux a deux distincts : (h(n)),,cn- telle que, pour tout
m répétitions
—N—
n € N*, apm),-- - Arm)+m—1 =00...0. Il n’existe qu’un nombre fini de valeurs
de n telles que h(n) < k+m, donc la suite .S figure au moins une fois dans la suite
des décimales de a de rang strictement supérieur a k. En utilisant I’exercice 38 de
la page 581, on en déduit, que les décimales de rang strictement supérieur a k de a
sont toutes nulles. Donc a est un décimal et I’on obtient une contradiction.

3. Ona:
c2 =0,1101110010111011110001001 . ..

En reprenant mutatis mutandis la preuve faite en base 10, on montre qu’un nombre est
rationnel si et seulement si la suite des décimales de son écriture en base b est périodique
a partir d’un certain rang. La preuve de I’irrationalité de c; est alors la méme que celle
faite plus haut pour un nombre univers en base 10.

4. On peut coder les caracteres d’imprimerie (lettres, ponctuation, signes typographiques...)
en utilisant les chaines de 8 caracteres formées de 0 et de 1 (8 bits). On peut par exemple

utiliser les 128 caractéres de la norme ASCII® (7 bits) et les completer pour disposer des

5Qui permettent par exemple d’écrire un texte en TeX.
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accents nécessaires pour écrire le francais (par eemple avec ISO8859-1). On peut ensuite
coder les oeuvres completes de Shakespeare ou de Victor-Hugo (ou le livre que vous étes
en train de lire !) en utilisant ce code. On obtient une (longue...) chaine de caracteres qui
figure (une infinité de fois) dans la suite des décimales de n’importe quel nombre univers.
Dans une célebre nouvelle La bibliotheque de Babel, publiée en 1941, I’écrivain ar-
gentin Jorge Luis Borges imagine une bibliothéque « contenant tous les livres » (écrits
ou a écrire). Plus précisement la bibliothéque contient tous les livres d’au plus 420
pages (chaque page comporte 40 lignes d’au plus 80 caracteres pris dans un alphabet
de 25 symboles. Ainisi, en utilisant, par exemple, le codage ASCII, on voit que tout
livre de la bibliotheque se trouve (une infinité de fois) dans la suite des décimales de
n’importe quel nombre univers. On notera que la bibliotheque de Babel est finie (elle
contient 2,35 x 101878831 ouvyrages).

Un disque optique contient environ 5x 10° bits d’information. Il n’y a donc qu’un nombre

fini (25%19”) de disques optiques possible différents. Tout disque se trouve dans la suite
des décimales de n’importe quel nombre univers. Ainsi tous les morceaux de musiques
possibles (dans toutes les interprétations possibles...), par exemple les symphonies de
Mozart, se trouvent dans la suite des décimales de n’importe quel nombre univers. De
méme toutes les photos (par exemple celles du lecteur) et tous les films (y compris ceux
qui ne sont pas encore tournés !) figurent dans la suite des décimales de n’importe quel
nombre univers.

On pourrait en conclure qu’un nombre univers « contient beaucoup d’information ». Ce
n’est pas le cas. Par exemple, on peut définir I’information contenue dans le nombre
de Champernowne c par la longueur du plus petit programme permettant de 1’écrire.
Cette longueur est « tres petite » (le lecteur la majorera facilement en écrivant un tel
programme).

Il n’y a pas de paradoxe. Vous savez qu’une photo de votre petit(e) ami(e) apparait dans la
suite des décimales mais vous n’avez absolument aucun moyen pratique de la récuperer
(elle est tres tres loin dans la suite !).

Remarque On peut montrer que le nombre de Champernowne c est transcendant. Une preuve
est due au mathématicien allemand Kurt Mahler : « Arithmetische Eigenschaften einer Klasse
von Dezimalbruechen », Proc. Kon. Nederl. Akad. Wetensch. 40 (1936), p 421-428.

IV.1.65

I. () a Ona f(0,cnasas...ap...) =0, a3y ... Q41 .. .. Par suite I’appli-
cation f consiste a « effacer la premi¢re décimale » et a décaler d’un cran vers
la gauche les décimales restantes. On 1’appelle aussi application de décalage
(‘«shift» en anglais). L’application itérée f°™ consiste a effacer les n premieres
décimales et a décaler de n crans vers la gauche les décimales restantes. Ainsi
for(t) = 10"t — E(10™t).

b) Soient u = 0,v1...7,... et tp = 0,a1...qap.... Soit ¢ > 0. Il existe
n € N* tel que 2/10" < e.On a (tg), = 0,a1...q, et, si 'on défi-
nit v := 0,1 ...a0Y1 ... Vh ..., alors v, = (to)n et f°"(v) = u. On a
v —to] < |v—vp| + |vn —to| = v — vn| + |(to)n — to] < 2/10" < e.
Ainsi, puisque le choix de u est arbitraire, on peut obtenir n’importe quel
comportement asymptotique (parmi les comportements possibles) en changeant
« aussi peu que 1’on veut » la condition initiale % .

(i) a) Tl est clair que la suite (u,) définie par ug et f est constante et égale & 0 a
partir d’un certain rang si, et seulement si, ug € D et que D N [0, 1] est dense
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b)

d)

e)

(iii)

b)
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dans [0, 1[. Plus généralement, si la suite est constante et égale & j € [0, 8] a par-
tir d’un certain rang, sa limite est j/9. Les conditions initiales correspondantes
sont de la forme 0,1 ... apjj...5....

Supposons ¢t € Q. Alors son écriture décimale est périodique, de période m, a
partir d’un certainrang k + 1 : ¢t :== 0,6102 ... Br1 ... Q@1 .. . Q. .. . On

a fo*t)=0,a1...0Q1...Cp...,puis :

FR@E) = foRm () = fomo fOR(t).

Inversement, supposons qu’il existe k € N et m € N* tels que :
oo fR () = 1R (0).
Alors f°F(t) est périodique de période m :
fOk(:L') =0,01...0mQ1...0up...

et t estdelaforme t:=0,0102...0k01...Qmaq...Qp...,donc t € Q.
On va choisir ag,...,qy telsque:0, a1 ..., @1 ... uy ... admette m pour
plus petite période.

On peut supposer m > 2. Les périodes possibles sont les diviseurs de m.
Si m est premier, il n’y a rien a démontrer. Sinon, on choisit a; = 1 et
ay = ... = o = 0.1l n’y a pas de période srictement plus petite que m.
Si m; était une telle période, on aurait au,,+1 = 1, mais 1 < m; +1 < m,
donc oy, +1 = 0 et I’on aurait une contradiction.

L’écriture décimale 0,1 ..., 1 ...y, ... Ne contient pas de 9, elle est
donc propre et elle définit un nombre réel.

La suite (u,,) est évidemment périodique de plus petite période m.

On utilise (i) b). Soient m € N*, m > 2 et u := 0,01 ...Qpp Q1 ... Q...
admettant m pour plus petite période. Soit ty € [0, 1[. Pour tout £ > 0, il existe
neN*etv € ltg—e,to+e[N]0,1] tels que f°"(v) = u. La suite définie par
la condition initiale v est périodique de plus petite période m a partir du rang n.
Soient tg € [0,1[ et €. Onnote to = 0, ...y . ... Onchoisit k € N* tel que
2/10"”’ < € et ’on définit ug := 0,1 ...y ...k ... (dont les décimales
sont périodiques de période k). Ona (ug)r = (to)k -

Ona:

luo—to| < |uo—(to)k|+|(to)x —to| = |uo— (wo)k|+|(to)r —to| < 2/10F < e.

La suite définie par ug est périodique et 'on a ug € Jtg — &,t0 + [N [0, 1].

a) Soient t = 0,aiqs...ap... une écriture décimale et £ € N*. On

considere t;, = O0,a1as...qap. D’apres le procédé de définition de c,
le mot (ajas...q) apparait dans la liste des décimales de ¢ (il appa-
rait méme une infinité de fois!). Par suite, il existe npy € N tel que
c=pP1...8n, 0102 ... kBt kt1Bn,+kt2 ... Ona:

FO(e) = araa . .. By ks 1By thra - -

et la troncature a I’ordre k de f°"*(c) est (f"*(c)), = 0,102 .. = tj.
Soit t = 0,1z . .. ap, ... une écriture décimale. Soit € > 0. Il existe k € N*
tel que 2/10% < ¢. En utilisant a), on obtient nj, € N* tel que f(”’f)(c) = t.
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Ona:
| o (e) =t <[ (e) = ta] + [te — t] = | £ (c) = (F7" ()| + [t — 1]
<2/10% < e

Par suite Iimage de la suite (f°"(c)),,cy est dense dans [0, 1[.

(iv) D’apres les résultats précédents, on peut, en changeant aussi peu que 1’on veut une
condition initiale quelconque, obtenir une suite constante a partir d’un certain rang,
ou une suite périodique, ou une suite périodique a partir d’un certain rang de plus
petite période arbitraire, ou une suite d’image dense.

2. Montrons que I’étude des suites récurrentes de U définies par ¢ se déduit de celle des
suites récurrentes de [0, 1[ définies par f.
On utilise ’application < : [0, 1] — U définie par @ : t € [0, 1] — w(t) := 2™ € U.
Cette application est continue et bijective. (On prendra garde au fait que I’application
inverse n’est pas continue.) L’image par w d’un sous-ensemble dense de [0, 1] est un
sous-ensemble dense de U .

Si w(t) =% = 2, 0na:
o (f(t)) — e2i7rf(t) — einlOt—E(lOt) — €2i7r10t — le — (p(z)

L’image par w de la suite récurrente définie par ty et f est donc la suite récurrente
définie par zo := w(tg) et @.

Ainsi on peut, en changeant aussi peu que 1’on veut une condition initiale zg € U quel-
conque, obtenir une suite constante a partir d’un certain rang, ou une suite périodique,
ou une suite périodique & partir d’un certain rang de plus petite période arbitraire, ou une
suite d’image dense.

3. Tous les résultats de 1 restent valables mutatis mutandis si 1’on remplace la base 10 par
une base b € N*, b > 2. Il faut remplacer le nombre de Champernowne ¢ = ¢y par le
nombre de Champernowne ¢; . On peut ensuite reprendre la méthode de 2 en remplacant
( = (10 par @y . Les conclusions sont similaires.

Pour b = 2, on justifie ainsi les résultats décrits dans I’exemple 3 de la page 573.
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Module IV.2 : Fonctions réelles

Iv.2.1 1. Ecrivons I’expression donnée sous la forme :
1 3
sat(- - ),
52 53
Le second facteur tend vers 1 au voisinage de +oco et de —oo, il est donc strictement

positif pour |z| assez grand et, par suite, les limites respectives en 400 et —oo sont
toutes deux égales a —oo.

2. La méme méthode, en mettant —12x> en facteur, montre que les limites sont cette fois-
ci —oo en +oo et +00 en —o00.

3. La méme méthode, en mettant 2:/2 en facteur, montre que les limites sont cette fois-
ci +o0o et —oo. Au voisinage de 1, on obtient —oo si x tend vers 1 par valeurs infé-
rieures, et 400 par valeurs supérieures.

4. Ecrivons I’expression donnée sous la forme :

( 1 ) (3:75 - 1)
r+2/\3 -5z
Le second facteur tend vers —7/13 au voisinage de —2, on obtient donc 400 si « tend
vers —2 par valeurs inférieures, et —oo si x tend vers —2 par valeurs supérieures.
5. Ecrivons I’expression donnée sous la forme :
(5x) (1 + 1/5352)
2 1-1/2z
Le second facteur tend vers 1 au voisinage de +oo et de —oo, il est donc strictement

positif pour |z| assez grand ; par suite, les limites respectives en 400 et —oo sont res-
pectivement égales a 400 eta —oo.

L’expression 522 + 1 tend vers 9/4 au voisinage de 1/2, on obtient, comme plus haut,
—oo si « tend vers 1/2 par valeurs inférieures, et +oco si x tend vers 1/2par valeurs
supérieures.
6. Apres factorisations, on obtient, pour x # 1 et  # 1/3 :
—1)2 —
(x — 1)*(3z sz—l.
(x—=1)(Bzx-1)
La limite est donc 0 au voisinage de 1 et —2/3 au voisinage de 1/3.

7. La technique traditionnelle de « multiplication par la quantité conjuguée » conduit,
pour x > 0, aux expressions :

(2 +ax+1)—a® x+1 B 1+1/z
Vaz+z+14az Val4+az+142 J1+1/z+1/22+1

La limite en +oo est donc 1/2.

8. Apres factorisation, on obtient, pour x # 4, I’expression :

Va—2 1
V-2 Ve+2)  Vr+2

La limite est donc 1/4 au voisinage de 4.
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9. Deux factorisations et la multiplication par la quantité conjuguée conduisent en dehors
de —1 et 2 aux expressions :

e+ 1@ +3) _ (@+1)°@+3)2+Va? -z +2)
2—vVa2—x+2 4— (22 —2+2)
(e + 1)@ +3) 2+ Va2 -z +2)
o (x+1)(2—x)
@+ 1) (@+3)2+ Vet -2 +2)
2—zx

La limite est donc 0 au voisinage de —1.

10. La limite est 0 puisque tout cosinus est borné par 1.

1 1
IV.2.2  Soient les deux suites (y,, Up )nen+ définies par u,, = o et v, = m
Ona cos(1/uy,) =1 et cos(1/v,) = —1, d’olt la propriété annoncée.

IV.2.3 1. Unesimplification, par multiplication par 3+ +/2 + 3 au numérateur et au dénomina-

teur, donne aussitot comme fonction prolongée au voisinage de 6, fonction

1
3+vVxr+3
visiblement dérivable, de valeur 1/6 et de dérivée —1/216 en ce point.

1

1+
comme fonction prolongée au voisinage de 1, fonction visiblement dérivable, de va-

leur —1/2 et de dérivée 1/4 en ce point. En revanche, la fonction n’est pas prolongeable
au voisinage de —1, puisqu’alors ‘f(z)| — 400.

2. Une simplification, par réduction au méme dénominateur, donne aussitot —

IV.24 Soit g : [0,1] — R la fonction continue définie par = — g(z) := f(x) — =.

Ona g(0) = f(0) 2 0et g(1) = f(1) — 1 < 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existeun a € [0, 1] tel que g(a) = 0, soit f(a) = a.

Si f n’est pas continue, le nombre a n’existe pas nécessairement : par exemple si f(z) := 1—x
siz#1/2,et f(1/2):=0.

Si f([0,1]) ¢ [0,1], le nombre a n’existe pas nécessairement : par exemple si f(z) := z+1.

IV.2.5 Traduit en termes mathématiques, le résultat a démontrer est le suivant : si deux fonc-
tions f et g continues (c’est la seule fagon de marcher...) sur un segment [a,b] sont telles
que f(a) = g(b) et g(b) = f(a), alors il existe un ¢ etun t € [a,b] tels que f(t) = g(t) = c.
Cela résulte aussitot du fait que, si h(t) := f(t) — g(t), alors h(a)h(b) < 0, ce qui implique
I’existence d’un ¢ tel que h(t) = 0, soit f(t) = g(t). On peut noter qu’il n’y a pas forcément
unicité de ce couple (la promenade peut méme comporter des allers et retours sur la route).
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IV.2.6 1. Supposons f continue périodique et admettant des périodes arbitrairement petites.
Si f n’est pas constante, il existe a € R tel que f(a) # f(0). Par hypothese, pour
tout o > 0, il existe une période 7 telle que 0 < 7 < «. Alors I'intervalle Ja — a, a + o
contient un multiple entier (relatif) b de 7 et en ce point la valeur de f est f(0).
Ona f(o);f(a) > 0, donc, d’apres I’hypothese de continuité de f en a, il existe o > 0
tel que, pour tout 2 € Ja — o, a + o, Vonaait |f(z) — f(a)| < M
Alors ‘f(b) - f(a)’ = ‘f(()) - f(a)‘ < f(o);f(a) et ’on a une contradiction.
Supposons que la fonction continue f admette 1 et /2 pour périodes. Alors, pour
tout (m,n) € Z2\ {(0,0)}, le réel m + n+/2 est une période de f ( m + nv/2 # 0).
En particulier, pour tout p € N, (1/2 — 1) est une période de f.
Ona (\/5—1)1’ > 0 et, quand p tend vers +co, (\/5—1)1’ tend vers 0, donc f admet des
périodes arbitrairement petites. D’apres 1, la fonction f est donc constante. Inversement
les fonctions constantes sont continues et admettent 1 et \/2 pour périodes.
1v.2.7 1. 1l estimmédiat que O appartienta T'. De plus, si 7 et 7 sont deux éléments de T,
ona:
Ve e R, f(x+1+ 1) :f(($+71)+72) = flx+7) = f(z)
eten appliquant larelation f(x+7) & x—71, onobtient f(z) = f(x—71). Ainsi 7+ 72
et —7; appartiennent aussi a 7'. Donc 1" est un sous-groupe de R.
L’exercice IV.1.11 de la page 596 nous dit alors que 1" est soit dense dans R, soit de la
forme aZ, avec a > 0.
Soit f continue. Supposons 7' dense. Alors V7 € T, f(r) = f(0). Or, par densité
de T, tout réel x est la limite d’une suite (7,,) d’éléments de T et par continuité de f,
on en déduit f(x) = lim f(7,) = f(0). Donc f est constante. Par contraposée, on en
déduit que si f est non constante, alors 7' n’est pas dense, donc qu’il existe a > 0 tel
que T'=aZ.
IV.2.8 Soit p € N*. Soit {c1,...,¢,} une famille strictement croissante de points de [a,b]. On
choisit une famille de nombres réels {dy, . ..,d,} tels que:
o d; E]cz-,ciﬂ[pourie [[1,])—1]],
o dyp€la,ci[sia#cietdy:=asia=c;
o dy€le,bsibF#cpetd, =bsib=c,.

Alors, pour tout i € [1,p] : o(c;) < f(d;) — f(di—1) et, par suite :

Doole) <D (fldi) = f(dim)) = f(dy) = f(do) < f(b) = f(a).

=1 i=1

Iv.2.9

1. Soit f : R — R une bijection bicontinue décroissante telle que f(0) = 0 et
f o f = idr. On vérifie que la restriction de f a Ry induit une bijection bicontinue g
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de Ry sur R_. Puisque f = f~! la restriction de f & R_ induit la bijection bicon-
tinue g~ de R_ sur R;. Les graphes I'y C Ry x R_ et ;-1 € Ro xRy sont
symétriques par rapport a la premiére bissectrice et leur réunion (dans R?) est le graphe
de f.

Inversement, soit g : Ry — R_ une bijection bicontinue décroissante. On a nécessai-
rement g(0) = 0. On note I'" le symétrique de I, par rapport 4 la premiere bissectrice
et I' :=T',UI". Alors T est le graphe d’une bijection bicontinue décroissante f : R — R
telle que f(0) =0 et fo f =idg.

Commencons par deux exemples.

On définit g : Ry — R_ par x — g(x) := —/x. Alors g~! : R_ — R, vérifie
g Y(z) = 2%. On définit f : R — R, comme en 1, par f(x) := g(x) pour x € R
et f(z) := g~ '(x) pour z € R_ ; f estune bijection bicontinue décroissante telle que
f(0)=0et fof=idg.

On définit g : Ry — R_ par z — g(x) := —x — 2%. Alors g~! : R_ — R, vérifie
g Y(z) =1 (~1++/1—4x). On définit ensuite f comme ci-dessus.

Plus généralement, il y a une infinité de choix possibles pour g, donc une infinité de
possibilités pour f.

1

IV.2.10 Soit n € N*, rappelons que I’on note f°" = fo...o f lacomposée n foisde f par lui
méme.

1.

La composée de deux homéomorphismes est un homéomorphisme; I’inverse d’un ho-
méomorphisme est un homéomorphisme, d’ou le résultat (G est un sous-groupe du
groupe des bijections de R sur R).

Les transformations affines f, 4 : © — axz + b, avec a € R* et b € R forment un
sous-groupe infini de G'.

D’apres la proposition 30 de la page 631, les homéomorphismes de R sont strictement
monotones. Soit H C G un sous-groupe fini de G. On note n I’ordre de H . D’apres le
théoreme de Lagrange (cf. le théoreme 22 du module I1.2, page 128), si f € H,on a
for =idg.

Soit f € H strictement croissante. Montrons que f = idg.

On raisonne par ’absurde. Si f # idg, il existe a € R tel que f(a) # a. On distingue
les deux cas f(a) > a et f(a) < a.

e Sia < f(a),on montre par récurrence que :

a< fla) < f%(a) < ... < f°"(a) = a,
d’ol une contradiction.
e Si f(a) < a, on montre par récurrence que :
a=f")<...< f%a) < f(a) < a,

d’ou une contradiction.
Par suite, si f € H \ {idr}, alors f est strictement décroissante. Mais f o f € H est
strictement croissante, donc f o f = idr. Ainsi, tous les éléments de H sont d’ordre 2.
Si f,g € H\{idg}, fog eststrictement croissante, donc fog =idg et g= f~! = f,
donc H a au plus deux éléments. Les sous-groupes finis de G sont donc le sous-groupe
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réduit a I’identité et les sous-groupes de la forme {idg, f} ot f est une involution stric-
tement décroissante (f o f = idg). D’aprés ’exercice précédent, il y a une infinité de
tels sous-groupes.

IV.2.11 Cette fonction paire est définie et continue sur R. Il suffit de s’intéresser & R . Il n’existe
évidemment pas de dérivée en 0 car f(x)/x tend respectivement vers —1/2 et 1/2 & gauche
et a droite.

Pour 0 < 2 < 1, on trouve f'(z) = (2+22)/(2 — 2?)? et, pour > 1, f'(z) = —1/2?. On
a f(1) =1et (f(x) —1)/(x — 1) tend respectivement vers 3 et —1 a gauche puis a droite
en 1. Donc f n’est pas dérivableen 1.

En résumé, f est dérivable en tout point de R exceptés —1, 0 et 1.

IV.2.12 Larestrictionde f a R_ est x — e~® + 2 + 1 qui est continue et dérivable. D’ou la
continuité et la dérivabilité de f sur R* , ainsi que sa continuité a gauche et sa dérivabilité a

gaucheen 0, avec f(0) =2 et f;(0) =0.
De méme, f est continue et dérivable sur R* par dérivabilit¢ de z + 2 + 22 Inz et on
aVe >0, f'(z) =2z Inz + .

Comme lim+ 22 Inxz = 0, on en déduit lir+n f = 2, donc la continuité a droite de f en 0.
z—0 0

D’autre part, pour x > 0, on a M =z lnz —>+ 0, donc f est dérivable a droite en 0
x—0

avec f;(0) =0.
Finalement, f est dérivable sur R. Sa dérivée est continue et dérivable sur R* et continue en 0

puisque lim 1—e ™ =0= lim 2z lnx + x.
z—0~ z—0t

Enfin, pour z > 0 :
/ _ /
F@ =10 _ @) _ 4 ome s oo,
T T r—0t

ce qui prouve que f’ n’est pas dérivable (a droite) en 0.

IV.2.13 Le domaine de définition de f; est R.

Le domaine de définition de f2 est {x € R | sinz > 0}.
1+4tan %

1—tan §

On a tan (% + %) = , donc tan (% + %) > (0 si, et seulement si :

(1+tang) (1—tang) :1—tan2g>0.

. 1—tan? Z , . . , ..
En utilisant cosxz = m on en déduit que le domaine de définition de f3 est
2

{x € R |cosz > 0}.

On doit avoir a > 0. On écarte le cas trivial @ = 0 et I’on suppose a > 0. Le domaine de
définition de f, estalors R .

En dérivant les fonctions, on trouve successivement :

(21n3) 3** sur R, (1+ (1 + tan® ) In(sinz))(sin )@ sur {z € R |sinz > 0},

! r {2 COS T \/a(\/__\/a)
s RO e aVa+ VAP

*
sur RJF
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Iv.2.14

2. Puisque f(z) = (1 — cos2z)/2, il vient £ (z) = —2""! cos (230 +n z)-

1.

Puisque f(z) = —1+2/(1+z), il vient £ (z) = 2(=1)"n!((1 + 2)~"71).

2

IV.2.15 Posons g(z) := f(a— 14 1/x) pour 0 < x < 1. Alors g est bien définie et continue

1 1
sur J0, 1] puisque a — 1 4 1/x > a, et méme dérivable avec ¢'(z) = — — f' (a -1+ —) .Si
x x

I’on prolonge g a [0,1] en posant g(0) := ¢g(1) = f(a), alors g est continue sur le segment
et dérivable sur |0, 1] (et méme en 1 mais c’est sans importance). Il existe donc d € 0, 1] tel
que ¢'(d) = 0 ; il suffit alors de poser ¢ = a — 1 + 1/d > a pour trouver que :

flle) =—c*g'(d) = 0.

Ce résultat est I’une des extensions naturelles du théoreme de Rolle.

Iv.2.16

1.

a)

b)

¢)

On suppose que, pour tout x € [a, b[, f;(z) > 0.
Soit ¢ € [a,b[. On a lim W = fi(c) > 0.1l existe donc h > 0 tel que

>
u—Cc

¢+ h < bet, pour tout u € e, c + h], w > 0, donc f(c) < f(u).
Soient z € [a,b] et Ey := {v € [x,b] | Yu € [z,v], f(z) < f(u)}.

Onazx € E,, donc E, n’est pas vide. Soient y,z € E,. On peut suppo-
ser y < z. D’apres la définition de F,, < y < z et [z,2] C E,, donc
ly,z] C E,. Par suite E, est une partie convexe de R et d’apres la proposi-
tion 15 de la page 519, c’est un intervalle.

L’ensemble E, est non vide et borné par b. Il admet donc une borne supérieure
v < b. D’apres les propriétés de la borne supérieure et la définition de FE,,
ona [z,v] C E, Montrons que v € E,, d’ou I’on déduira E, = [z,7]. On
raisonne par I’absurde. Supposons v ¢ E,.. Alors il existe 7' € |z,~] tel que
f(x) > f(v). D apres la continuité de f en v/, il existe v/ € |z,~'[ tel que
f(x) > f(v").Ona [x,y] C Ey,donc v € E, et f(x) < f(v”), d’oli une
contradiction.

Montrons v = b. On raisonne par ’absurde. Si v < b, on peut utiliser a)
et 'on obtient h > 0 tel que v + h < b et pour tout u € ]v,v + hl,
f(z) < f(y) < f(u). Ainsi v + h € E, et  n’est pas la borne supérieure
de E,.

On a montré E, = [z,b]. Puisque x € [a,b] peut étre choisi arbitrairement, on en
déduit que, pour tous z,y € [a,b] tels que z < y, ona f(z) < f(y), donc f est
croissante sur [a, b].

Montrons que f est strictement croissante. Soient x,y € [a,b], < y. En utilisant
a), on obtient z € ]z, y] tel que f(x) < f(z). On a, en utilisant la croissance de f,
f(z) < f(2) < f(y), donc f est strictement croissante.

On suppose que, pour tout x € [a,b[, fi(x) > 0.

Pour tout £ > 0, on définit une fonction g. : [a,b] — R par  — g.(x) := f(x) + ex.
Ona (g.),, = f,+¢e>0et d’apres 1., g. est strictement croissante sur [a, b]. Ainsi :

Ve >0, Va,y, telsque a <z <y<b: f(x) < fly)+e(y— ).
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On en déduit, en passant a la limite quand ¢ tend vers 0 :
Va,y, telsque a <z <y <b: f(z) < f(y).

La fonction f est croissante.
On retrouve, par une autre méthode, un résultat de I’exercice I1V.2.0.

IV.2.17 Si I estréduit a un point le résultat est évident. On peut donc supposer que I contient au
moins deux points.
Montrons que, pour tous a, b € I, tels que a < b, I'intervalle fermé d’extrémités f’(a) et f'(b)
est contenu dans (1), c’est-a-dire que f/(I) est convexe. Le résultat s’en déduira, d’apres la
proposition 15.
On définit deux fonctions v, ¥ : [a,b] — R, par:

vala)i= Fa) et () =TT G0y
f@) — £0)

si x <b.

wb(b) = f/(b) et ’L/Jb(.r) = b

Ces fonctions sont continues, donc J, = 14([a,b]) et J, = 1([a, b]) sont des segments. On
aJ, C f'(I), puisque pq(a) = f'(a) et que, d’apres la formule des accroissements finis,
pour tout & > a, il existe £ € |a, x| tel que Y, (z) = f/(£). De méme J, C f'(I). Notons
pi=TO=I@ — (1) = yy(a). Ona p € J, et p € Jy,donc p € J,NJy et J, Uy # @.
On en déduit que J, U J, est un intervalle. Cet intervalle est contenu dans f/(I) et il contient
f'(a) € J, et f'(b) € Jp. D ol le résultat.

2z2+z+2dd,,, 1— 22 <0
————, de dérivée —————
2 +1 (2 +1)2

(sauf en & = 1) décroit strictement de 5/2 & 2 (exclu). La fonction inverse est donc

IV.2.18 1. Surlintervalle [1,4o0[, la fonction z —

définie sur |2,5/2] : I'équation 222 + = + 2 = y(2? + 1) ayant pour seule racine
14+ (2y —3)(5 — 2y)

convenable
2(y —2)

> 1, la fonction cherchée est donc définie par :

1+ /—4y? + 16y — 15
2y — 4

Y —

2. Surlintervalle [f %, +00 [, la fonction continue  +— 22 +x +1 croit strictement de 3/4
a +o00, et son inverse, continue également, décroit strictement de 4/3 a 0 (exclu). La
fonction inverse est donc définie sur ] 0,4/3] : I’équation 22 + x + 1 = 1/y ayant pour

1+ T
seule racine convenable — >
par:

3 la fonction cherchée est donc définie

4
Sl i-8

}_)
4 2

IV2.19 1. L’étude de la fonction auxiliaire impaire définie par f(z) := x — sinx, nulle en 0
et de dérivée 1 — cosx > 0 montre que sinx < x pour > 0.
Par imparité, on a bien | sin x| < ||, avec méme inégalité stricte si « # 0.
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2. L’étude de la fonction auxiliaire définie par g(z) := xsinx — 1 + cosz, nulle en 0 et
de dérivée x cosz > 0 sur ’intervalle considéré montre qu’alors 1 — cosx < zsinz.
(Puisque le premier membre est toujours positif ou nul, on voit que I’inégalité ne peut
subsister partout, par exemple pour des réels = > 0 tels que sinz < 0.)

3. Lafonction arcsin est définie dans le module suivant; on a y = arcsin x si, et seulement
. . T
si, z = siny et |z| < 5
Alors cosy = /1 — 22 et la relation demandée s’écrit |y| < |tany| sur |—7/2,7/2].

Pour prouver cela, introduisons la fonction auxiliaire impaire définie sur cet intervalle par

h(y) := tany—y, nulle en 0 et de dérivée tan?y > 0. Par parité, on a bien |y| < |tany|
pour —1 <z < 1.

— f(0
IV.220 1. (a) Par hypothese, f(z) = F(0) = 1(@) est supérieur ou égal a 1 et admet une
x x

limite f/(0) en O : celle-ci est donc supérieure ou égale a 1.

(b) Le théoreme des accroissements finis montre que, pour tout . > 0, il existe ., stric-

FAM =IO _ (1) 5

tement compris entre 0 et 1/n tel que f/(u,) =

La suite (u,,) ainsi construite converge alors vers 0.

F@) -~ f0) _ fa)-1

x—0 T

2. Par hypothese, a une limite f”(0) en 0. Si 'on pose

!
n)—1
& = un,onvoitque x — 0 et f(z) > 1,d ou JC(L >0dot f7(0) > 0.
Unp

—g(0 1
3. (@ EnO,ona L‘g() = 1+ 2+ sinzxsin— — 1 puisque sinx — 0 et
xr — X
|sin(1/2)| < 1.Donc g est dérivableen 0 et g'(0) = 1. Pour 2 % 0, on trouve par
le calcul :

’ .1 sinx 1 1
g (x) =1+ 2x+ xcosxsin— + (:L'sul——COS_).
T T T T

Par suite g est de classe C! (et méme C*) sur R*. Sa dérivée n’est pas conti-
1 1
nue en 0 : en effet, si 'on pose v, = —— — 0, ona cos— = 1 et
2nm Up,
g'(vn) = 0#1=g(0).

(b) Larelation g(z) > x est vraie pour x = 0.Si « > 0,ona:
.2 N
g(x) —x =2+ xsinzsin — = 2° + zh(z)
x

avec |h(z)| < |sinz| < @, d’ob wh(x) > —a? et g(z) > x (il est d’ailleurs facile
de montrer qu’en fait I’'inégalité est alors stricte).

IV.2.21 Considérons les fonctions auxiliaires f(z) := In(1+z)— j 7 et g(x) :=In(1+a)—=.
Alors f(0) = g(0) =0 et, pour x > —1:
/ _ z / _ xz
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Par suite, 0 = f(0) est un minimum pour f, qui est donc positive, et un maximum pour g, qui
est donc négative, d’ou I’encadrement désiré.

IV.2.22 Onnote:
s fla) =2f(a+h)+ fla+2h)
: 2

Soit ¢ : [0, h] — R la fonction définie par = +— () := f(a)—2f(a+z)+ f(a+2x) — Az?.
Cette fonction est deux fois dérivable sur [0, k] et 'on a ¢(0) = 0 et p(h) = 0 (d’apres la
définition de A). D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ € ]0, b tel que ¢’(¢) = 0, c’est-2-
dire f'(a+2¢) — f'(a+¢) = Ac.
En appliquant la formule des accroissements finis 2 f’ sur [a + c,a + 2c|, on obtient
d € Ja+ c,a + 2] tel que cf”(d) = Ac, c’est-a-dire f"”(d) = A, puisque ¢ # 0.On a
d € la+ h,a+ 2h[, il existe donc 0 € |0, 1] tel que d = a + 260h.

IV.2.23 Soient z,y € R, y # 0. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre deux, on
obtient 64 ,6_ € ]0,1] tels que :

2
F+y) = F@) +yf @)+ 5@+ 04y)
2
Fe—y) = f(2) = yf @) + 5 (@~ 0-y).
En utilisant f(z + ) f(z —y) — f2(x) <0 et y* # 0, on en déduit :
)+ 21 (@ 0e) + £ = 0-9) + L @) (a4 04) + 1@ — 0-y)

2
+ L f" @+ 01y f"(x — 0_y) <.

Dans I’inégalité ci-dessus on fixe x et ’on fait tendre y vers 0. Alors 6,y et f_y tendent
vers 0 et, en utilisant la continuité de f”, on montre que le premier membre de 1’inégalité tend

vers — f"(z) + f(z)f"(x), donc — f*(z) + f(x)f"(x) < 0.

IV.2.24 D’apres I'exercice 6 de la page 629, il existe un réel a tel que P(a) = 0. On en déduit
f™(a)| < |P(a)| =0 donc f(™(a) =0.

On applique la formule de Taylor-Lagrange au point a. La partie réguliére est nulle, donc,
pour tout n et tout z € R, il existe ¢,, appartenant a I’intervalle ouvert d’extrémités a et x

z—a)" ! P rz—almt?
tel que f(z) = f("H)(cn)i( (nJr)l)! - On en déduit |f(x)‘ < ‘P(cn) lz=al" " (nJrll)!
tion |P| est continue, donc majorée par A > 0 sur Uintervalle d’extrémités a et x. Par

|z—a|"+1 |z—a|"+1
P(C")’ CESHER M (nt+ 1)
vers +00. On en déduit f(z) = 0.

que, pour tout n € N,

- La fonc-

suite,

et, a x fixé, le terme majorant tend vers 0 quand n tend

Soient f :=sin et P :=22+1.0na, pourtout z € R,ettout n € N, ‘f(")(ac)| <1< P(x).
Le résultat est donc faux pour un polynéme de degré pair.

t

1v.2.25 1. Ona f"(t) = (HeT)Q > 0, donc f est convexe sur R.
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2. Lerésultat est trivial si z = 0 ou y = 0. On peut donc supposer = > 0 et y > 0. Notons
uw:=Inz et v := Iny. Puisque f est convexe,on a: f(Au+ pv) < Af(u) + pf(v),
c’est-a-dire :

In(1 + M) < Xn(1 + %) + pln(1 + e?)

et, en utilisant la croissance de la fonction exponentielle 1 + z*y* < (1 + 2)* (1 + y)».

IV.2.26 La fonction In est concave. En utilisant la proposition 59 pour la fonction convexe — In,

on obtient :
1 — 1 —
- Zlnxi <In (ﬁ le> ,
n=1 n=1

d’ol, en utilisant la croissance de la fonction exponentielle :

1 n
Yxy...xn < — E T;.
n
n=1

IV.2.27 Soient z, y € I et A € [0,1].
Supposons = < y. On a, en utilisant I’hypothese pour le triplet (z, Az + (1 — Ay, y) :
1 1 1

T Az + (1= Ny y | =0.
f@) fAz+1=Ny) fy)

Par combinaison linéaire de colonnes, on en déduit :

1 0 1
T 0 y | =2 0.
flx) fQz+1=Ny) = Af(x) —A-Nfly) [fly)

De I’inégalité ci-dessus et de x — y < 0, ’on déduit :

fQz+ (1 =Ny) = Af(z) = (1 =N [f(y) <0,

d’ou (21) et la convexité de f.

IV.2.28 Soient pq,..., i, des réels positifs non tous nuls et z1,..., x, des réels positifs. En
utilisant la convexité de la fonction x — xP pour p > 1 et la proposition 59, on obtient :
n p n
Z i g Z ,Uﬂ?f
i=1 i=1
n < n
> i > i
i=1 i=1
D’ou:

n n 1/p n 17%
Z pit; < <Z mﬁ) <Z m) -
=1 =1 3

*q/p’

%

On obtient alors le résultat en posant u; := bg et x; ;= a;b
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IV.2.29 1. Lafonction f est dérivable sur |0, 1] et:
Flx) = —arp 11— 2/Pyp1,

On vérifie, en utilisant les propriétés des fonctions puissances, que f’ est croissante
sur ]0, 1[. On en déduit que f est convexe sur |0, 1[, puis, f étant continue sur [0, 1],
qu’elle est convexe sur [0, 1].

2. On suppose d’abord que, pour tout i € [1,n], a;+b; # 0. On pose, pour tout ¢ € [1,n],

S Y WS Gl 1) L' MY i Ai=1
B CREDN o i (aj+bj)P ‘ i=1 ’ ‘
j=1

D’apres la proposition 59, on a :
Fazr + -+ Apwy) < M f(@1) + -+ A f(2n),

c’est-a-dire :
P

" 1/p
(£4) S
1— j=1 < J=1
1/p =o»
n . b. )P
(Z(aj +bj)p> jgl(aj—’— J)

n 1/p n 1/p
(57) (5]
j=1 j=1
1-— <

N i/p N 1/p’
(Z(%‘ +bj)p> <Zl(aj+bj)”>
‘7:
L’inégalité (28) s’en déduit.

Supposons que, pour certaines valeurs de ¢, I’on ait a; + b; = 0. Alors a; = b; = 0 et
I’on est ramené a prouver le résultat pour une valeur strictement inférieure de n.

et

3. Les propriétés (i) et (ii) sont faciles. La propriété (iii) résulte immédiatement de 1’inégalité
de Minkowski (28).
Si p =2, ||z||2 estla norme euclidienne de € R™ dont on retrouve les propriétés (cf. la
définition 16 et la proposition 28 de la page 458 du module III.1).

Dans ce cas I'inégalité de Holder est I’inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. le théoréme 32
de la page 460 du module III.1).

IV.2.30 On utilise les notations de I’exercice précédent :

n 1/p n 1/q
a:= (a’la"'va’n)v b:= (blv"'abn)a ”a”p = <Zaf> ’ ||b||q = <Zb3> :
=1 =1

On pose, pour tout ¢ € [1,n], ; := a;/||al|p et y; := b;/||b||,. En utilisant I’inégalité de
Young (26) de la page 661, on obtient :

hS]

€T

p

N

Vie[l,n], xy; < +

< &,
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En sommant, on en déduit :

< p . q
P T XY
szyz\_n +_n =-+-=1L
p 3 2P 4 3 ! P q
=" ="
Ona Z Tili = T 1H A >~ aib;, donc Z a;b; < ||a||pl||bllq. ¢ est-a-dire I’inégalité de Hol-
=1 =1 =1
der.
IV.2.31 1. On considere la fonction ¢ : € RY \ {1} = ¢i(z) := % Elle est

croissante, donc elle admet une limite { € R U 400 quand z tend vers +oc. On a
@ =2=L o (z)+ @ ,donc f(x)/z tend vers £ € RU+o00 quand z tend vers +0co.
2. On supose ¢ < 0. On raisonne par 1’absurde. Supposons que f n’est pas décroissante.
Alors, il existe a,b € R’ ,telsque a < bet f(a) < f(b).Ona:
vosb 0< gy SO I@ _ o f@)  fa),
b—a T—a

Mais W tend vers £ > 0 quand x tend vers +o0 et 1’on obtient une contradiction.

IV.2.32 La fonction est définie partout sauf pour 1 et —1. Sa dérivée vaut :

3(,.2
fay= 20D,
(22 = 1)

Par parité de f, il suffit d’étudier son graphe sur [0,1[U] 1, 400 [. Sur le premier intervalle,
il y a décroissance stricte de 0 = f(0) jusqu’a —oo. Sur le second, il y a d’abord décroissance
stricte de 400 jusqu’a f (\/5) = 4, puis croissance stricte de 4 a +00. Le graphe comporte
deux asymptotes verticales en +1; en +oo, la branche est parabolique puisque f(x) «se
comporte alors comme x2 ».
On peut remarquer qu’un grapheur (par exemple une calculatrice de poche a petit écran), utilisé
trop rapidement, risque de faire oublier les branches positives pour |x| > 1, puisque 1’ordonnée
minimale y = 4 sort généralement des limites de I’affichage (hors réglage spécial).

IV.2.33 1. Soit € le signe de x. Alors :

2 1
M:?nL——s 4——
x x x

a pour limites 1 en +o00 et 5 en —oo. Dans chacun de ces cas :
fl@)—x=20+2— 42?2 -z

(22422 — (42a® —x) S5z +4 .
20 + 2+ V4z? — x 20 + 2 + V422 — 4
flx) —br=—-2x+2—+4a? —2x
(22 -2)%2— (4a® —x) —3r+4 3
2+ 2+ V4x? — =z 2 +2+V4z? -z

Il y a donc deux asymptotes, d’équations respectives y = 2 + 5/4 et y = 5a + 3/4.

ot
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Il est tout a fait clair que y = 3x — 5 est une asymptote du graphe de f au voisinage
de +o00. Au voisinage de x = 0, nous avons une asymptote verticale d’équation = = 0.
Au voisinage de —oo, le rapport :

5 3 1
x T /) 1—e2
tend vers 400, d’ou une branche parabolique dans la direction de I’axe des ordonnées

négatives.

Il est clair que f(x)/x tend vers 2 au voisinage de +00, mais f(r) — 2z = 1 —/x tend
vers —oo, d’out une branche parabolique dans la direction y = 2x.
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Module IV.3 : Fonctions transcendantes

IV.3.1 Ontrouve A = cos26 avec sinf = 3/5,d’oit A =1 — 2sin*0 = 7/25.
(1/2) + (1/3)

De méme tan B = W =1

De plus, 0 < B < arctan1 + arctan 1 = w/2, donc B = 7/4.
Enfin la formule d’addition sur les tangentes permet de trouver :

tanC = M = 4/3.

L (V3/2)2

1

uisque 1 — tanh?y = ————.
puisq cosh?

IV.3.2 Ontrouve aussitdt A = |z| et B =

1
V1— 22

IV.3.3 Une condition nécessaire s’obtient en écrivant que le membre de gauche a 1 pour tangente,

soit :
2 3
1 = tan(arctan 2z + arctanz) = 1 i;;g 7] _zla'

On est ainsi conduit 2 une équation du second degré T'(x) := 222 + 3z — 1 = 0, de racines :
V17 -3 —/17 -3
$/=T>O et x”:f<

Il est clair que z”” n’est pas solution, puisque arctanz” < 0 et arctan 2z” < 0.

0.

Posons A := arctan 2z’ + arctanz’. Comme tan A = 1, on sait que A est congru a 7/4
modulo 7. Or, 0 < A < 7/2,donc A =7/4.
L’équation admet donc une unique solution .

Remarque. On aurait aussi pu montrer 1’existence d’une solution (positive) en étudiant
les variations (évidentes) de = — arctan 2z + arctan x, ce qui aurait montré que x’ était
bien solution puisque c’était la seule possible.

IV.3.4 Soitdonc acalculer f(z) = cos? 0 ou 6 est tel que tan 6 = x (le fait que |0| < 7/2 seraici
sans importance). Ona 1+xz2 = 1+tan? 0 = 1/ cos® § montre aussitot que f(z) = 1/(1+2?).

. . . 1 —cosx 5
Soit maintenant g(z) = arctant ou ¢ := w/m = \/tan*(z/2) = [tan(z/2)|. On

remarque d’abord que g est paire et périodique de période 27. Supposons donc x € [0, 7 [ (la
valeur maximale est interdite puisqu’alors cos x = —1). On a aussitot dans ce cas g(z) = z/2.
La solution générale, définie pour cosx # —1 est donc g(x) = |(2/2) — kx| ou k est la partie
entiere de (x + 7)/(27), ¢’est-a-dire encore I’entier le plus proche de /2.

IV.3.5 1. Posons t :=e” > 0. On est alors conduit a résoudre I’équation :

11 1 t2—-2t—3 (t+1)(t—3
O:tf———<t+—)71: _ D -3)
t 2 t 2t 2t
La racine ¢t = —1 est négative et donc a rejeter ; reste la seconde, ¢ = 3, qui conduit

a x = In 3 qui convient effectivement.
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2. L’équation posée équivaut aux suivantes (bien vérifier que c’est le cas pour chaque pas-
sage a la ligne) :

In(z++vVa2-—1) =2 -z++/(2—2)2+1),
r+vVa2—-1=2—z++/x2—4x+5,
2z — 24+ Va2 —1)2 =2 —4a + 5,
522 —8r +3+4(x —1)Va2 —1 =2 -4z +5
ce qui implique enfin :
0=16(z — 1)*(z* — 1) — (—4a® + 4z + 2)* = 162 — 20.

La seule racine possible est donc = 5/4 > 1. Or il existe au moins une racine, puisque
le premier membre de 1’équation est une fonction croissante A et le second une fonction
décroissante B, telles que B(1) — A(1) = In(1 + v/2) > 0 et que B — A décroit
vers —oo au voisinage de +o00.

D’ailleurs, pour A(5/4) =1n2 = B(5/4).

1V.3.6 1. On trouve cosh 3z = 4 cosh® z — 3 cosh .

2. Ce domaine est défini par I'inégalité 42° — 3z > 1, soit 2 > 1 ou # = —1/2 puisque :
4o® =3z — 1= (v — 1) (2z + 1)
3. Celarésulte de la premiere question puisque, posant x = cosht, on a:

cosh 3t = 4cosh®t — 3cosht = 42° — 3z.

IV37 1. Onal+ab—a—b=(1—-a)(1—b)>0,donc 0 < 2% < 1 et argtanh 22 est

14+ab 14+ab
bien défini. La fonction tanh est un isomorphime de R sur |—1, 1].
Par suite, pour montrer argtanh a + argtanh b = argtanh 1"J:rabb , il suffit de montrer que

les images par tanh des deux membres de 1’égalité sont égales, c’est-a-dire :

a+b
1+ ab

tanh (argtanh a + argtanh b) =

Cette égalité est vraie d’apres la formule d’addition pour tanh (cf. la proposition 24).

2. Onassociea 0 < v < ¢, w := cargtanh ¥. On dit que w est la rapidité associée a la
vitesse v. Montrons que la loi de composition des vitesses se traduit par [’addition des
rapidités.

Notons wj, we et w les rapidités associées respectivement a v1, vy et v1 S vy.Ona:

v v
w1 + we = cargtanh 24 cargtanh =
c c

1
= cargtanh—%
cl+ 222

V1 @02

= cargtanh = w.
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Iv.3.8

1. Le déterminant de ®(f) est cosh?§ — sinh? @ = 1 # 0, donc ®(#) € GLy(R). En
utilisant les formules d’addition (cf. la proposition 24 de la page 694), on vérifie, pour
tous 61,05 € R :

— sinh(91 + 92) COSh((gl + 92)
_ ( coshf; —sinh 91) ( coshfy  —sinh 92)

—sinh#; cosh6; —sinhfy  coshfs

(61 + 02) = ( cosh(fy +02)  —sinh(f; + 92))

et ®(0) est la matrice identité I, donc ® est un homomorphisme de groupes.
Si ®(t) = I,ona cosht =1, donc ¢t = 0. Par suite le noyau de ® est réduita {0} et

est injective (cf. le théoreme 20 de I1.2 2.2, page 126). L’image de I’homomorphisme ®
est un sous-groupe de GLs(R).

Si la matrice M = (‘; Z) appartient a I'image de ®,onaa =d > 0, b = ¢

et a? —b? = 1. Supposons inversement que ces conditions soient satisfaites. Ona a > 1.

2 2
2 _p%2 =1 = cosh®*7 — sinh*7,

Posons 7 := argcosha. On a cosh®’7 — b2 = q
donc sinh7 = +b.0na 7 > 0, donc sinh7T > 0.
Sib>0,ona®(—7)=M.Sib<0,ona ®(r) = M.Donc M appartient a I’'image

de ®.

On écrit ®(0) sous forme de transformation de Lorentz L., en posant v := tanh 6 :

coshf  —sinh6 1 —tanh 6
o(0) = (— sinh® cosh® ) = coshd <—tanh9 1 )

B 1 ( 1 —tanh@) _ 1 ( 1 —'y)
/1 tanh2g \— tanhd 1 1—2\— 1

Inversement, & v € ]—1,1[ on associe § := argtanh~y et 'on a L, = ®(0).
On en déduit que le produit de deux transformations de Lorentz L., et L., est
une transformation de Lorentz L.,. En effet L,, = ®(61) et L,, = ®(6;), donc
L, L, =% +62) =) =L,,enposant 6 := §, + 6> et v = argthd.

En utilisant argth® = argth(f; + 63) = %, la loi de produit se traduit

par y1 Dy 1=y 1= % On retrouve la loi de composition des vitesses de 1’exercice
précédent IV.3.7 : si ¢ = 1, 0 est la rapidité associée a la vitesse .

En relativité on note (¢, ) au lieu de (u,v) (¢ est la variable de temps et x celle d’es-
pace). Si ’on ne suppose pas ¢ = 1, on remplace dans les formules ¢ par ct et y par v/t
(v étant la vitesse relative d’un repere par rapport a 1’autre).

C’est un calcul simple (on utilise cosh? § —sinh?# = 1). Si i = u? —v? n’est pas nul,
les points (u,v) et (ug,vg) dans le plan euclidien appartiennent a une méme hyperbole
équilatere H,, d’équation X?—Y? = y. Par suite les hyperboles H,, sont conservées par
les applications linéaires ®(t). Pour p = 0, on vérifie que les deux droites X +Y =0
et X —Y = 0 sont conservées par ®(f) (ce sont les sous-espaces propres de (0)

associés respectivement aux valeurs propres e~ ¢ et ).
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4. Ona,pourtout § € R :

EOMEDY

neN peEN

92p 92p+1

T T

peN

d’ou, en prenant les parties paires et impaires (en vérifiant les convergences) :

921) 921)-‘,—1

coshO:Z— et sinh9:27~
! !
2= (2)! = 2+ 1)
Ona A% =T, donc, pour tout p € N, A?P = J et A?’*! = A. En utilisant la définition
de I’exponentielle d’une matrice (cf. la définition 25 de la page 795) on a alors :

921) 92p+1

62 on
0A _ TH A+ — A2+ ...+ A"+ ... = g A
¢ roAt AT At pZEN 2p)! +pZEN 2p+ 1)

= coshf I +sinh A = O(6).
Ona “Lef4 = Aef4 (cf la proposition 33 de la page 795), donc (d%eeA)e:o = A.
Pour que ®(6) = %4, il est donc nécessaire que ®'(0) = A, ce que I’on vérifie immé-
sinhf  —cosh 9>

diatement en utilisant ®’ () := (_ coshf  sinh 0

cos) —sinf

5. Onremplace ®(#) par la matrice de rotation R(f) := <sin9 cosd

) . Le déterminant

de R(0) estégala 1 et R: R +— GLy(R) est un homomorphisme de groupes de (R, +)
dans le groupe multiplicatif GLo(R). Le noyau de R est le groupe 27Z et son image est

p . a
formée des matrices

—b 2, 32 _
b a> telles que a® + b = 1.

Soient (z,y) € R? et § € R. On note (‘;Z) = R(6) (;) On a alors

x3 +y3 = 2% +y?. Par suite, les matrices R(#) conservent les cercles centrés a I’ origine
du plan vectoriel euclidien.

0
1

B2=—-1,B3=—-B, B*=1).0na R'(0) = B.

Soit B := ( 01>. On vérifie que, pour tout § € R, R(#) = e’Z (on utilise

IV.3.9 Cette fonction est bien définie sur R* . En écrivant f(x) = exp(Inz/z), on voit que f a

pour limite 0 lorsque z — 0™ . On peut méme montrer que la limite de f(x)/x est alors nulle
1

car (— — 1) Inx — —o0.
x

Lorsque x — +00, on voit que f tend (lentement...) vers 1 par valeurs supérieures.

Le maximum de f est obtenu lorsque Inx/x est maximum; un calcul de dérivée immédiat

1/e

montre que 1’abscisse de ce maximum est e, voisin de 2,718, et que sa valeur est e/, soit

approximativement 1,445.

IV.3.10  Cette fonction impaire est 27 -périodique. Il suffit de 1’étudier sur [0, 7] puis compléter
son graphe par une symétrie relative a I’origine et une infinité de translations. Sur cet intervalle,
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il existe deux valeurs de discontinuité, a savoir 7/2 et 27 /3, correspondant a des asymptotes
dites verticales.

Le calcul de la dérivée est facile :

() = —2cos®x +4cosz+1 g(cosx)
~ cos?x(l+42cosx)?  cos?x(1 4 2cosx)?

L’étude des variations de ¢ est triviale. Dans I'intervalle [—1, 1] g décroit a partir de la valeur
négative —1 puis croit et enfin décroit jusqu’a la valeur positive 3 ; il existe donc une seule

valeur de z dans [0, 7] qui annule f’. Puisque g(cos(27w/3)) = g(—1/2) = =3/4 < 0
et g(cos(m/2)) = g(0) = 1 > 0, il s’agit de I'abscisse d’un maximum, compris entre les
deux asymptotes. Un calcul numérique a la machine donne environ —7,737 pour la valeur de
ce maximum.

Cet exemple montre bien le danger de I’utilisation d’une calculatrice graphique standard pour
résoudre cet exercice. Si son propriétaire ne lui donne pas des instructions de cadrage tres pré-
cises, il y a toutes chances que la branche tres étroite située entre les deux asymptotes échappe
a son attention : les NTIC (alias nouvelles technologies de I'information et de la communica-
tion), tant vantées par les media. .., peuvent simplifier et embellir la vie, mais aussi la rendre
trés aléatoire méme dans des cas a I’apparence trés anodine.

IV.3.11 Considérons les deux fonctions auxiliaires définies par :
g(z) =" —az—1 et h(z):=1— (1 —x)e".

Leurs dérivées valent respectivement ¢'(x) = e* — 1 et h/(xz) = xe®, de signes évidents.
Comme ¢(0) = h(0) = 0, il en résulte que g(x) > 0 et h(z) > 0 pour tout entier x, d’ol la
premiere inégalité de I’énoncé ; pour obtenir la seconde, il faut diviser par 1 — x ce qui restreint
son intervalle de vérité a |—oo, 1[.

IV3.12 1. Parhypothese z,y € R* , donc arctanx, arctany € |0, 7/2[.

Montrons que arctana + arctany = 7/2 si, et seulement si, zy = 1. Nous
avons déja vu que arctanz + arctanl/x = m/2. Inversement, supposons que

arctany = 7/2 — arctan . En prenant les tangentes, on obtient y = 1/z.
Supposons zy < 1. Si arctanx + arctany # 7/2,0n a:

ac-i-y.
— 2y

tan (arctan z 4+ arctany) =

Ona 0 < arctanz < 71'/2 et 0 < arctany < 71'/2, donc 0 < arctanx + arctany < 7.
On ne peut pas avoir :
arctanx + arctany = /2
(puisque xy # 1), ni:
/2 < arctanz + arctany < 7

(puisque I’on aurait alors tan(arctan z 4+ arctany) = f_*zyy <0etl<zy). Onadonc

0 < arctanz + arctany < /2 et, par suite arctanx + arctany = arctan (fffy) .
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1 . . 2 5 N
2. On a Trery < 1 si, et seulement si, 2p“ + pr + pqg + qr > 1, c’est-a-

dire 2p® + pr + pg > 0, et cette derniere inégalité est vérifiée. On vérifie facilement
I’égalité :

1 1 1
arctan < ) + arctan <—> = arctan <—> . 48)
p+r ptq p
en posant r := p}rr ety := ﬁ eten utilisant 1.

Soient p:=+3etq=r=2.0nal+p>=4=qr.

1 _ 1y =7 est-a-di 1 _ =,
La formule donne 2 arctan Voo arctan( \/g) & » € est-a-dire arctan s 12

Soient p := 1, ¢ = letr = 2.0na 1+ p?> = 2 = ¢r. La formule donne
arctan% + arctan% = arctanl = %-

3. Onposer:= #. Ona r > 0. On utilise (48) :

1 1 1
arctan <—) + arctan (—) = arctan <—>
p+r p+q p
1 1 1
arctan 15 + arctan [ —— | = arctan | — | .
p+ = pt+q p
q 1 - 1
arctan — + arctan| —— | = arctan | — | .
pg+1+p P+q D

Cette derniere égalité est due a Euler.

Iv.3.13 1. Par sommation partielle d’une suite géométrique de raison —x2, on trouve :

n

e = Y2ty =

k=0

1 )n$2n+2

14 22 .

La majoration demandée résulte alors immédiatement de la relation :
:L,2n+2 < (1 4 :L'2) xQn.

2. Par intégration, on trouve :

z 1 || | |2+
/ (— - u;(t)) dt g/ g2ngp = T0 g2t
o \1+1¢2 0 2n+1

3. Puisque |z| est strictement inférieur & 1, on voit que w,(x) converge vers arctanz
lorsque n — +o0,

|arctan  — up, (2)| =

n k
£ 1 - -1 :
ce que I’on peut écrire en utilisant une somme de série : arctanz = ) %xzk“.

C’est la formule de Madhawa-Gregory.

IV.3.14 1. On utilise la formule de Moivre. Prenant les parties réelle et imaginaire de
cosdx + isindx = (cosx + isin ac)4 , on obtient :

sindz = 4cos® xsinz —4coszsin®z et cosdx = cos* & — 6 cos® z sin’ x +sin? z,
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d’otur:
3 in2 2
cos® x — cosxsin” x —tan“z 41
tandr = 4tanz — — =4tanx 5 >
cos® x — 6 coszsin® x + sin” z/ cosx 1 —6tan®z + tan*x
4tanz (1 —tan?z
tandx = ( )

1—6tan?z + tan’ z
Par suite, tan(4 arctan1/5) = 120/119.

2. Laformule donnant tan(a — b) en fonction de tana et tanb donne aussitot :

_120x 239 - 119

1
4 . _) X e
tan( arctan5 arctan 119 % 239 + 120

239

3. Notons ¢ := tanm/8.Ona 1 = tan7/4 = 25, donc t* + 2t — 1 = 0. On en
déduit tan7/8 = v/2 — 1. De 1/5 < v/2 — 1 on déduit arctan1/5 < /8. Donc
darctanl/5 < w/2.

Notons « := 4arctan + — arctan 5. Ona: 0 < o < 4arctan1/5 < m/2. Puisque,
par ailleurs, tan7/4 = 1, on a tan « = tan /4 et1’on en déduit « = 7/4 (en utilisant

la proposition 19 de la page 686) :

1 1
(4 arctan — — arctan —) =7/4.
5) 239

4. Cherchons un entier d > 0 tel que :

1 1
£ @ tan = — arct —):L
an arctan 5 arctan d

On doit avoir 120 x d — 119 = 119 x d + 120, c’est-a-dire d = 239.

5. Leproduitde s, par (2n+1)! 527123927+ &ant entier, s, est rationnel. D’ autre part
cette suite converge, d’apres I’exercice précédent et la question 3, vers .

6. Les majorations |arctanx — Uy (x)} < @™t montrent que la différence s, — 7 est
majorée, en valeur absolue, par les nombres :

1 1 20 1

1652n+1 +42392n+1 < 52n+1 < 52n—1"

En se basant sur cette majoration finale, il faut calculer jusqu’a s», sj2 et sy3 pour
étre certain d’obtenir respectivement 7 a 1072, a4 1076 prés et a 1071% pres (on
a 1/52"=1 < 10™™ si, et seulement si, (2n — 1)log;y5 > m). En fait, un cal-
cul naif, opéré par exemple a ’aide d’un logiciel, montre que s; = 3,14059... et
s10 = 3,1415926535897932947 . . ., supérieur 2 7 par moins de 6.10~17, conviennent
déja (7 = 3,14159265358979323846 . . .).

IV.3.15 Ona tan2arctanl/2 = 4/3, puis tan (2 arctan1/2 — arctan1/7) = % =1.

Ona 0 < arctan1/2 < w/4, donc 0 < 2arctan1/2 — arctan1/7 < /2. On en déduit
2arctan1/2 — arctan1/7 = 7 /4.

Ona tan2arctan1/3 = 3/4, puis tan (2arctan1/3 + arctan1/7) = 2142 = 1.

Ona 1/3 < /2 -1, donc arctan1/3 < 7/8. Par ailleurs 0 < arctan1/7 < 7/4, donc
0 < 2arctan1/3 4+ arctan1/7 < 7/2. On en déduit 2 arctan1/3 + arctan1/7 = 7 /4.
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IV.3.16 Soit y € R. L'équation y = sinhax s’écrit e?® — 2ye® — 1 = 0. C’est une équation
du second degré en X := e® dont le discriminant 4(1 + z%) est strictement positif. On ob-
tient ainsi deux racines réelles dont une seule X = y + /1 4 y2 est strictement positive.
Donc z = In X = In(z + V1 + 22).

Pour la deuxieme relation, on procede de la méme fagon : I’équation y = coshzx
s’écrit X2 — 2y X 4+ 1, avec X := €, et n’admet de solution que lorsque y > 1. Ses deux
solutions sont strictement positives puisque leur produit vaut 1 et leur somme 2y > 0, ce qui
permet bien de trouver les deux solutions + argcoshy de I’équation y = cosh z. On ne garde
donc que la plus grande, ce qui donne argcoshy = In(y + /32 — 1).

Pour la derniére relation, ’équation y = tanh z (avec y € ]—1, 1]) se raméne a :

e — 1

Y=o

qui se résout, en considérant e2* comme inconnue, en €** = (1 +y)/(1 — y). Donc :
1 1+y
r=—-In|{——=]
2 1—y

1v.3.17 1. Cela résulte aussitot de la formule donnant la somme d’une suite de termes d’une
suite géométrique ici de raison e” # 1 qui donne :

B, — o et — 1 _ o enb/? si?h(nb/Q).
et —1 eb/2  sinh(b/2)

2. Ontrouve C+S=EFE,etC —S=EFE/, ouaetb ontété multipliés par —1 (ce qui ne
change pas le fait que b n’est pas nul). Par suite :

sinh(nb/2)
sinh(b/2) ’

Le cas exclu b = 0 se traite directement : on trouve C = ncosha et S = nsinha.

sinh(nb/2)
sinh(b/2) .

C:cosh(a+”;1b) S:smh(a+";1b)

3. Le calcul est absolument analogue en trigonométrie circulaire, sauf a changer C + S
et C—SenC+1iSetC—iS.Pour b non multiple de 27, on obtient :
n—1 ) sin(nb/2) n—1 ) sin(nb/2)
2 sin(b/2) ’ 2 sin(b/2)
Les cas b = 2mm se traitent immédiatement : il suffit de remplacer la derniere fraction
par U'entier n.

C:cos(a—i— S:sin(a—l—

On notera que, dans ce cas comme dans 1’autre, apparait une « valeur moyenne » multi-
pliée par un facteur ne dépendant que de b.

IV.3.18 1. Montrons que %/10 est irrationnel. On raisonne par ’absurde. Supposons que
%10 = p/q, avec p € N, q € N* et p et q premiers entre eux. Alors 10 = p™ /q™ et
p"™ =10¢™ =2 x5q".Ona p > 1. Soit a un diviseur premier de p. Il divise p"* donc
2 x 5¢™ . Il est premier avec q ; il divise donc 2 x 5 et, par suite, il divise 2 ou 5 et I’on
anécessairement a = 2 ou a = 5.
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m

Supposons a = 2. Alors p = 2p; et 2™~ 1p" = 5¢™.Ona m — 1 > 0, donc 2
divise 5q" . Puisque 2 divise p, il ne divise pas ¢, ni ¢"*, il divise donc 5 et I’on a une

contradiction.
7

Supposons a = 5. Alors p = 5py et 5™ 1p = 2¢™. Ona m — 1 > 0, donc 5
divise 2¢™ . Puisque 5 divise p, il ne divise pas ¢, ni ¢", il divise donc 2 et I’on a une
contradiction.

Montrons que log;,2 est irrationnel. On raisonne par l’absurde. Supposons que
log1y2 =p/q, avec p € N et g € N*. Alors :

2 = 1098102 = 10P/9 <= 29 = 10P = 2P5P.

L’exposant de 5 doit &tre nul (sinon 5 diviserait 27), donc p = 0, et ’on aboutit a une

\/Elogwﬁl _ m210g102 _ 1010g102 -9

Posons a := /10 et 8 := log;;4 = 2log;y2. Alors o et 3 sont irrationnels (on
utilise 1 pour m := 2) et o’ = 2 est rationnel. On répond ainsi a une question de

Montrons que log, 3 est irrationnel. On raisonne par I’absurde.
Supposons que log, 3 = p/q, avec p € N et ¢ € N*. Alors :

3 =2log23 — 9p/0 — 37 — 2P,
Alors p = q = 0, ce qui et une contradiction. On a :
\/§log26 _ \/5210g23 _ 210g23 _3

On termine comme dans 1. Posons o/ := v/2 et #/ := log,6 = logy3 + 1. Alors

. . ! . ’ . LN .
o et B sont irrationnels et o'® = 3 est rationnel. On répond ainsi a une question de

Vr € R, h(z) := f(x)e™ .
On vérifie 1/ (z) = if (z)e™ —if(z)e™™ = 0, donc h est constante et il existe C' € C
tel que, pour tout z € R, f(z) = Ce®®.0Ona 1 = f(0) = C, donc f(z) = e™®

2.
contradiction.
Ona:
I’exercice 5.
3.
I’exercice 5.
1V.3.19 1. On note,
2.

11 existe une solution unique ¢ de (16) telle que ©(0) = 1 et ¢’(0) = 0. Notons, pour
tout x € R, t(x) = p(—=x). Alors ¢ est aussi une solution de (16) et I'on a 1(0) = 1
et ¢'(0) = —0 = 0, donc ¢ = @ et ¢ est paire. Sa dérivée est impaire. Les fonctions ¢
et —¢' sont indépendantes sur R (une fonction 2 la fois paire et impaire est nulle) ; elles

forment donc une base de F. On note cos := ¢ et sin := —¢’. On a cos’ = —sin et
sin’ = —(cos)’ = cos.

Posons g := cos+isin. On a ¢’ = —sin+icos = i(cos+isin) = ig et g(0) = 1,
donc, d’apres 1, pour tout € R, g(z) = @ Ainsi, les fonctions cos et sin ainsi

définies coincident avec les fonctions définies classiquement.

Si I’on ne connait pas I’exponentielle complexe, on peut utiliser cette méthode pour dé-
finir cos et sin et étudier directement leurs propriétés. On peut montrer qu’elles sont
périodiques et définir m comme la moitié de leur plus petite période. On peut aussi prou-
ver les formules d’addition.
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IV3.20 1. Sia = 0 I’équation e* = a n’a pas de solution. On suppose a # 0.On a e* = a
si, et seulement si, eR¢# = |a| et Im z est ’'un des arguments de a.
Notons u + iv := a/|al. Il existe un unique argument ¢ de a appartenant & |—m, 7].
Calculons le en fonctionde a. Ona cosf = u et sinf = v.Si v > 0,0ona 6 = arccosu
etsi v <0,onaf =—arccosu.
Ona: e® = a si, et seulement si, Rez = In|a| e Im z € 6 + 27Z.

2. Considérons I’équation cosz = coszg. En posant Z := e*, elle sécrit,
7% —2coszZ +1 =0, c’est-d-dire (Z —cos z9)? = i%sin” 2. Cette derniére équation
est équivalente & Z = ¢'%0 ou Z = e~ %0 ¢’est-d-dire & e/(*720) = 1 ou e!(**20) =1,
On a €™ = 1 si, et seulement si, v € 27Z, donc cosz = coszg si, et seulement
Si, z = +zg + 27Z.

On a sin z = sin 2 si, et seulement si,cos(m/2 — z) = cos(mw/2 — z — 0) . En utilisant le
résultat ci-dessus, on en déduit que z € 2o + 27Z ou z € T — 29 + 277

3. On procede comme dans le cas réel. On montre que tanz = tanzy si, et seulement
si, sin(z — zp) = 0. On en déduit, en utilisant 2 : z € 2y + 7Z.

4. Considérons I’équation cos z = a. En posant Z := e%?, elle s’écrit, Z2 —2aZ +1 =0,
c’est-a-dire (Z — a)? = a® — 1. Cette derniére équation est équivalented Z = a + b ou
Z =a—b,avec b2 = a® — 1, c’est-a-dire & €”* = a + b ou €* = ¢ — b. On termine en
utilisant la question 1.

IV321 1. Soitz >0.Onax+i¢R_,0<Arg(z+1i) <7/2, cosArg(x +1i) = WiwwsE
. . 1 . .
sin Arg(x +¢) = e ot tan Arg(x 4+ i) = 1/x. Donc Arg(z + i) = arctan1/x et,
par suite : @ 4 i = |z + i| e? Ar8(FH) — \/zZ 1] giarctan
Ona:
, , LN 2
$+7’7 ($+7’)27 T+ 7e2iarctanl
x—1i x?+1 22+ 1 :

2. Soitz >0.0naz+i¢gR_ etl’on vérifie £ ¢ R_.Ona || =1 et, d’apres 1 :

Arg £+t — 2 arctan . Donc :

r—1 xr
T4 T+ ) T+ ) 1
Log - =1In - ’ +iArg - = 27 arctan —,
x—1 T —1 T —1 x
1 ; 1
et 5-Log £ = arctan +-
3. On vérifie facilement la relation (2 + ¢)(3 + i) = (2 — )(3 — ¢). Par ailleurs,

en multipliant par 2i la relation arctanl/2 + arctanl/3 = =/4, on obtient
2iarctan1/2 + 2iarctan1/3 = 7. En prenant les exponentielles des deux membres,
2¢ arctan 1/2e2i arctan1/3 _ i

241 341
2—43—1

on obtient e
En utilisant 1, I’on retrouve la relation =71.

On peut procéder de la méme fagon pour les trois autres relations en utilisant la formule
de Machin et ses deux variantes.
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4. On prouve, en raisonnant comme en 3, qu’une condition nécessaire est :
- m . n
U+ v+ )
- -] =1
uU—1 v—1

IV3.22 1. Onnote U:={z€C|Rez >0}

Vt:={z€C|Imz> 0} et V7 :i={2€C|Imz > 0}.
OnaUUVTUV- =C\R_.

Siz€eU,ona Argz € |-7/2,7/2[, donc Argz = arcsinlmz.Si z € V*,ona
Argz € ]0,7[, donc Argz = arccosRez.Si z € V~,ona Argz € |—m,0[, donc
Argz

arccos(— Im z). On en déduit la continuité de la fonction Arg sur U, V'
et V'~ et par suite sur leur réunion C \ R_.

2. Soit g : C\ R_ — R une application continue dont I’image est contenue dans Z.
Soit u ¢ R_ fixé. On définit une fonction ¢ : [0, 1] — C par ¢(t) := (1 —t) + tu. On
vérifie que son image est contenue dans C\R_ . L’application gogy : [0, 1] — R est conti-
nue et son image est contenue dans Z. D’apres le théoreme 32 de la page 632 cette image
est un segment. Mais un segment contenu dans Z est nécessairement réduit a un point,
donc I’application g o ¢ est constante et ’on a, en particulier, g o p(0) = go (1), c’est-
a-dire g(1) = g(u). En faisant varier u, on en déduit que g est constante sur C* \ R_.

3. Soit F': C\ R_ — R une application continue telle que, pour tout z € C, F(z) soit un
argument de z, c’est-a-dire 'F(*) = z/|z|. Notons h 1= 2 (F — Arg).

On a, pourtout z € C\R_ :
eQiﬂ'h(z) — eiF(z)efiArgz — Z/|Z|(Z/|Z|)71 =1,

donc I’image de h est contenue dans Z. En utilisant 2, on en déduit que h est constante,
d’ou le résultat.

4. On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe une fonction continue G : C* — R,
dont la restriction & C \ R_ est égale a la fonction Arg.

Soit ¢ : R ~— C* définie par ¢ : t — e . Cette fonction est continue et la fonc-
tion composée G o 1 est continue sur R. Si t € |—m,7[, ona ¥(t) € C*\ {R_} et
G o1(t) = Argoy(t) = t. Notons a := G(—1) = G o tp(w) = G o ¢p(—m). En faisant
tendre t vers 7 par valeurs inférieures on obtient a = m. En faisant tendre ¢ vers —
par valeurs supérieures on obtient a = —m. On a donc une contradiction.

5. On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe une fonction continue f : C* — C
telle que, pour tout z € C*, I'on ait e/(*) = 2. On a donc : '™/ = 2/|7|
et Imf € argz.

D’apres la question 3, il existe n € 7Z, tel que la restriction de Im f a C\ R_ soit égale

a Arg+2nm. Alors Im f — 2nm est une fonction continue sur C* dont la restriction
a C\ R_ estégale a Arg. En utilisant la question 4 on obtient une contradiction.

IV3.23 OnaQf—P=0sur .
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1. Ona f3=+x—1++2x—3,donc S =32 —4+2yz—1y/2x —3et:
(f6 =32 +4)* = 4(x — 1)(22 — 3) = 82° — 202 + 12.
Par suite, 'on a f2 —2(3z — 4) 5 + (z — 2)2 = 0. Ainsi f est algébrique.

Si z > 2, la dérivée de la fonction = > v/x — 1 + v/2z — 3 est strictement positive,
donc la dérivée de f est strictement positive et f est strictement croissante.

2 =208z —-4)f+(x—-22=0
sous la forme z2 — 2(3f® + 2)z + f'2 +8f% +4 = 0. En notant y := f(z), on a

x = g(y), donc g(y)? — 2(3y% + 2)g(y) + y*2 + 8y° + 4, ce qui montre que g est une
fonction algébrique. On peut la calculer en résolvant une équation du second degré.

Considérons, pour y > /2 fixé, I’équation T2 — 2(3y% + 2)T + y'? + 8y% +4.Ona:
T :=3y% + 2+ 29°/2¢6 + 1. (49)

Onnote T+ := 3yS +242y3/2y0 + 1 et T~ := 3y% — 24 2y3,/2y6 + 1. Ce sont des
fonctions continues sur [¥/2, +oo[ et sur cet intervalle 7+ > T~. Ona T*(4/2) = 26
et T~ (3/2) = 2 = g({/2). Montrons que, pour tout y > /2, 'ona g(y) = T~ (y).

Ai={y > V2| Vte[V2,y], g(t) =T~ ()}

Il est non vide, puisque \3/5 € A. S’il n’est pas borné, il est égal a [\“’/5, +oof et le
résultat est vrai. Sinon, notons a sa borne supérieure. Puisque 7'~ est continue, on
aT (a) = g(a). Pour tout y > a, il existe t tel que a < t < y et gy) # T (y).
Alors g(y) = T (t). Puisque T est continue, on en déduit que g(a) = T (a), d’oll une
contradiction, puisque 7V (a) # T~ (a).

Ainsi g =T~ : g(y) = 3y° +2 — 2y3/290 + 1.

En reprenant mutatis mutandis la méme démarche que pour f, on montre que f; est
algébrique et inversible. Sa fonction réciproque est la fonction g; : [\3/5, +oo[ = oo,

définie par g1 : y — g1(y) = 3y5 + 2 + 2y3\/2y0 + 1 (c’est-a-direg; = T ). Elle est

1v.3.24
2.
On réécrit I’égalité :
On considere ’ensemble :
3.
algébrique.
1v.3.25

Ona f2—22=0et g> — 224+ 22x—1=0,donc f et g sont algébriques.

Onah?=f>+¢>+2fg=222—-2x+1+2fg,donc:

0= (h?—22% + 22— 1)? —4f%¢* = (h* — 22 + 22 — 1)* — 4a*(x — 1)?

et (W2 —1)(h? —42% + 4z — 1) = h* — (422 — 4z + 2)h? + 422 — 42 + 1 = 0. Par suite h
est algébrique.

IV.3.26

On raisonne par I’absurde. On suppose In = P/Q. En simplifiant si nécessaire la frac-

tion rationnelle P/Q) par un mondme de la forme 2™ (avec m € N*), on peut supposer

que P(0) #0 ou Q(0) #£0.

Supposons Q(0) = 0. Ona P(0) # 0. De Q(z)Ilnxz = P(x), I'on déduit, en utilisant

lim 2*Inz (pourtout k € N*): 0= lim P(x) = P(0), d’oli une contradiction.
z—0t z—0t
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e Supposons Q(0) # 0. De Q(z)Inxz = P(x), I'on déduit Q(z) = Ilgrf?~
P 1
On a zli}%l+ Q(z) = Q(0) # 0 et zlilg1+ %? = 0 (puisque zli}%l+ e = 0), d’olt une
contradiction.

IV.3.27 On suppose que In est une fonction algébrique. Alors, il existe une égalité de la forme
an(In)" + a,—1(In)""1 4+ .- 4+ ag = 0, avec ay, ..., a, € R[X], a, # 0 etn € N*.Sil’'on
considere I’ensemble des égalités de cette forme, il en existe une pour laquelle n est minimal.
On choisit une telle égalité et nous allons en déduire une contradiction.

On note, pour k € [0,n — 1], by := ax/ay, . Les by, sont des fractions rationnelles et a2 b/, est
un polyndme.
Ona:

(In)"™ + by (In)" "t - 4+ by = 0,
d’ou, par dérivation, Z(In)" = + b/, _;(In)"~* + ... 4+ by = 0. On réécrit cette égalité sous la
forme ¢, —1(In)""! 4+ ¢,—1(In)""! + .-+ + ¢y = 0 ol les ¢ sont des fractions rationnelles et
Cn_l == % + b,ln_l.
En utilisant I’exercice précédent, on montre que % # —b), | = (—=b,_1)",donc ¢,_1 # 0. En

multipliant par a2, on obtient une égalité de la forme :
dp_1(I)" P4 d, ()" .- 4 do =0, (50)

ou les dj sont des polynémeset d,_1 = a%cn,l Z# 0. On ne peut pas avoir n — 1 = 0, sinon
I’égalité (50) s’écrirait dy = O et ’on aurait une contradiction. Ainsi n — 1 > 1, mais alors n
n’est pas minimal et ’on a aussi une contradiction.

IV.3.28 1. Soit o := degr. D’apres I’exercice 4, il existe a € R* tel que la fraction ra-
tionnelle r soit équivalente a ax* au voisinage de +oo. D’apres les théoremes de
comparaison, la fonction z +— x#e™ tend vers 0, quand x tend vers +oo, donc

lim r(z)e™® =0.
r— 400
2. a) Supposons que I’exponentielle est algébrique. Alors, il existe une égalité de la forme

Pa(exp)™ + pu_1(exp) "V + - + po = 0, avec po,...,pn € R[X], n € N*
et p, # 0. On pose, pour tout k € [0,n — 1], ry := pg/pn. Les 1y sont des
fractions rationnelles.
Ona,pourtout z € R assezgrand: 1 = —r,_je™% —--- —rje” —roe”
D’apres 1, le second membre tend vers 0 quand x tend vers +o0o. On obtient donc
une contradiction.

b) Supposons que le logarithme népérien est algébrique. Alors, il existe une égalité
de la forme a,(In)" + a,—1(In)"~* + .- + a9 = 0, avec ag,...,a, € R[X],
a, # 0 et n € N*. On la réécrit a,, + an—1/In+--- + ag/(In)"~* = 0. No-
tons az™ le terme de plus haut degré de a,, (o # 0). On a, pour tout =z > 1 :

T (n—1)z nx

On vérifie que le second membre tend vers 0 quand x tend vers 4-o0o. On obtient
donc une contradiction.
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IV.3.29 Par hypothese, il existe une égalité de la forme a,f™ + --- + a9 = 0, avec
ag,...,an € R[X], a, #0 et n € N*.

1. On suppose que f ne s’annule pas. Si ag = 0, on peut diviser ’égalité par f et I’on
obtient a, f* ! +---+a; = 0. Si a; = 0, on peut a nouveau diviser par f... On en
déduit qu’il existe h € N, h < n, tel que a, f* " +---+a; = 0 et aj, # 0. En posant
m :=n — h et by := agyn, on obtient une égalité b,, f™ + --- + by = 0, avec m € N*
et byybg # 0. On en déduit bgf~™ 4 -+ + by, = 0. Donc 1/ f est algébrique.

2.

S .
En notant, pour k € [0,n], 0 = degay et ar(x) = > ax ;27 si ap # 0, I'égalité
=0

an(z)f(x)" + -+ ao(x) = 0 s’écrit :
n 6k
S| D awge? | f@)f =0 (51)
k=0 \j=0
(en convenant que le terme entre parentheses est nul si aj = 0).
Notons que, puisque a,, # 0, le coefficient o, 5, de son mondme de plus haut degré
n’est pas nul. ceci jouera un rdle important dans la suite de la preuve.
On note y = f(z), donc z = g(y). L'égalité an(z)f(z)” + -+ + ap(z) = 0 s’écrit
an (9(y)) y™ + -+ ao (g(y)) = 0 et, en utilisant (51),on a :

n Ok
DD enigw) | vF =0

k=0 \j=0
Notons h := nﬁaxﬂ 1. En convenant de oy, ; := 0 si le terme y*g(y)7 ne figure pas,
ke[o,n
on obtient la double somme :

n h
Do ansytalyy =0,

k=0 j=0

En intervertissant les sommations, on obtient :

h n
DO anytaly) =0,

§=0 k=0
n
D’ol, en notant, pour j € [0, 4], b;(y) := > ax;y*, 'égalité :
k=0

br(y)g(y)" + - +bo =0, (52)

avec bg,...,bp € R[Y] et h:= max J.
ke[o,n]
n
Ona bs, (y) = > aks,y". Son mondme de plus haut degré est v, 5, y™, qui, comme
k=0

nous I’avons noté plus haut, n’est pas nul, donc bs,, # 0.
Dans I’égalité (52), on supprime, si nécessaire, pour tout j > dy,, les b; nuls. On obtient
une égalité b,.(y)g(y)" + -+ + by = 0, avec r > 4, et b. # 0. On ne peut pas avoir
r =, = 0, sinon I’on aurait by = 0 ce qui contredirait b5, # 0. Donc r > J,, > 0 et
g est algébrique.
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Iv.3.30

1. Les preuves sont similaires pour sinh et cosh. Nous ne traiterons que le cas de sinh.
Nous allons raisonner par I’absurde. Supposons que sinh est algébrique. Alors, il existe
une égalité de la forme :

apsinh™ + -+ +ag =0, (53)
avec ag,...,an, € R[X], n € N* et a,, # 0.

Ona sinhz = 1(e” — e~®). Par suite, pour tout k € [0,n],ona:

" sinh® x = 27Fe" (¢ — ek

3

dong, en utilisant la formule du bindme, on peut écrire la fonction (exp)™ sinh® comme
un polyndme a coefficients constants de degré n + k «en I’exponentielle exp ». En
multipliant I’égalité (53) par (exp)™ et en réordonnant les termes, on obtient une égalité
de la forme pa,, (exp)?™ + pon—1(exp)?* L ++---+ag = 0, avec po, . . ., p2n € R[X],
2n € N*. On vérifie que p2, = a, # 0. Ceci entraine que la fonction exponentielle
est algébrique, ce qui n’est pas vrai d’apres ’exercice IV.3.28. Ainsi 1’égalité (53) est
impossible et la fonction sinh est transcendante.

Pour la fonction argsinh, le résultat se déduit immédiatement de 1 et de 1’exer-
cice IV.3.29. Pour la fonction argcosh il y a une petite difficulté due aux domaines de
définition.

On raisonne par 1’absurde. Si la fonction argcosh était algébrique, alors la restric-
tion a Ry de la fonction cosh serait algébrique. Il existerait donc n € N* et
agp, .. .,a, € R[X], tels que a,, # 0, et, pour tout 2z € R :

an(z) cosh™(z) + a,_1(z) cosh” () + - - - + ag(z) = 0, (54)

On peut supposer que a, n’est pas impair. Sinon, on multiplie (54) par x et,
pour k € [0,n] on remplace ay par zay (si a, # 0 est impair, alors za,, est pair
et xa, #* 0).

En changeant x en —x dans (54), on obtient, pour tout x € R :

an(—z) cosh™(x) + an_1(—2z) cosh™ (x) + - - - + ap(—z) = 0,
puis, par addition, pour tout = € R :
b () cosh™ () 4 b1 (2) cosh™ 1 (z) + - -+ 4 bo(z) = 0, (55)

ol, pour k € [0,n], bx(z) := ar(x) + ax(—x). Les b, et la fonction cosh étant pairs,
I’équation (55) est vraie pour tout x € R. Par ailleurs b,, # 0 (sinon a,, serait impair,
ce qui n’est pas le cas par hypothese). Ainsi cosh est algébrique et I’on aboutit a une
contradiction.
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Module IV.4 : Séries numériques

IV4.1 1) Lorsque n tend vers +0o, uy, est équivalenta 1/n?. Comme dans 1’exercice IV.4.0,

la série Y 1/nP converge parce que p > 1, et donc la série > u,, converge.
n>1 n=0

2) Démontrons la formule annoncée par récurrence sur . Commengons par le cas n := 0 ;
Uy = ug = 1/p!, alors que le second membre de la formule s’écrit :

1 1 11  p—-1 1
p—1 [(pl)! _17!] IECEE
La formule est donc vraie pour n := 0. Supposons cette formule vraie pour un certain n € N.
Alors Uyp41 = Uy + up41 vaut:
1 1 1 1
p—1|(p—1)! B (n+2)(n+3)---(n+P)} * m+2)n+3)---(n+p+1)
_ 1 _ (ntpt) (-1 .
S -De-D p-D0+2)(n+3) - (ntp+1)
Apres simplification par n + 2, on obtient :
1 1 1
p—1(p—1)! +3)n+4)---(ntp+1)]’
c’est la formule annoncée a ’ordre n + 1.
Dans 1’égalité que nous venons de démontrer, a I’ordre n, faisons tendre n vers —+oo.

Puisque la série proposée converge, U,, tend vers la somme S de la série. Comme le produit
(n+2)(n+3)---(n+ p) tend vers +o0, son inverse tend vers 0, d’ol :

71 .
(p—1(-1)!

Un+1 =

S:

IV4.2 Puisque u, > 0 pour tout n > 1, il nous suffit de majorer convenablement les sommes

partielles U,, de cette série. Commengons par majorer chaque « tranche » T}, ou p € N est
donné. Les entiers k tels que 107 < k < 10P+1 — 1 sont ceux qui ont p+ 1 chiffres décimaux,
i.e. ceux qui s’écrivent en base 10 : k := apa,—1---ajap, ot ap € [1,9] et a; € [0,9]
pouri=0,1,...,p—1.
Parmi les entiers k& ci-dessus, comptons ceux dont I’écriture décimale ne comporte pas le
chiffre 8. La seule contrainte sur les a; est que a, € [1,9] \ {8} et a; € [0,9] \ {8}
pour ¢ = 0,...,p — 1. Cela donne 8 choix possibles pour a, et 9 pour chacun des autres
a;. Le nombre de tels entiers k est donc : 8 x 9. Pour chacun de ces k, uy = 1/k est majoré
par 1/107, et on en déduit I’encadrement :

9 p
< T, < — .
0 » 8x<10>

Soient alors P € N et N := 10P*! — 1. Pour tout entier n € [1,N], il existe un
unique p € [0, P] tel que 107 < n < 10PT! — 1.1l en résulte que la somme partielle Uy est
la somme des T}, pour p =0,...,P.D’ou:

/9N X r9\* 8
< — ) < —] = = 80.
Uy < 8;<10) 8;<1O> —5 =80
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Soit maintenant n € N*. Il existe un unique entier P > 0 tel que 'on ait
107 < n < 10P+t -1 = N. Alors U,, < Uy < 80. Ainsi U,, < 80 pour tout n > 1. Puisque
les u,, sont positifs, cela montre que la série > w,, converge (théoreme 9 de la page 715).
n>1
Le résultat obtenu peut paraitre étonnant. En effet la série harmonique Y 1/n diverge. La
n>1

série étudiée est obtenue en supprimant « seulement » les 1/n pour tous les entiers n > 1 dont
I’écriture décimale comporte au moins un 8. On pourrait penser que ces entiers n sont peu
nombreux, et que la divergence de la série en résulte. Ce n’est pas le cas : les calculs ci-dessus
montrent en fait que la « plupart » des entiers n > 1 sont supprimés.

IV.4.3 Pourtous N € N* et K € N, posons :
N K
Uy = Z u, et Vg = Z 2ku2k .
n=1 k=0

q
Par ailleurs, pour tous entiers p, g tels que 1 < p < g, posons S(p,q) := > u,. Pour tout
n=p
k € N, on a ainsi :
ok+t1l_1

S(2k 2kt 1) = Z Up -
n=2k
Le second membre de cette égalité est une somme de 2F+! — 2 = 2F termes. Comme la
suite (u,) est décroissante, on a : Ugki1 < U, < Ugk pour tout n € [2F 28+ — 1], d’ou
I’encadrement :
Wugrin < S(2F, 28 — 1) < 2Pugn .

Sommons ces inégalités pour k = 0,..., K, ot K € N. La somme des S(2%,2F+1 — 1)
pour k =0,..., K estévidemment S(1,25+! — 1) = Uyk1_;,d’olt:

K K
1 . .
5 [VK+1 7’&1] == E 2ku2k+1 g U2K+1_1 g E 2ku2k = VK.
k=0 k=0

On en déduit que la série > 2Fuyr converge, i.e. la suite (Vi) est majorée, si, et seulement
k>0

si, la suite (Upr+1_1) est majorée. Comme la suite (U,,) est croissante, cela revient a dire
que (U,) est majorée, i.e. que la série > u,, converge.

n>1
Prenons maintenant w, := 1/n%, ol a > 0 est un réel fixé. Pour tout £ € N, on a :
v = 2Ruge = 2F/(2F)2 = (2179)% Ainsi Y vy est une série géométrique de premier

k>0
terme 1 et de raison 2179 elle converge si, et seulement si, 210 « 1, jesia>1. D’apres

la premiere partie de cet exercice, la série de Riemann ) 1/n® converge si, et seulement
n>1

si, a > 1, ce qui donne une autre démonstration du théoreme 14 de la page 718.

IV.4.4 Supposons donc que la série > w,, converge. Soit £ > 0. D’apres le théoréme 6 de la
n=0

q
page 713, il existe un entier N > 0 tel que,désque p,q € Net N < p < ¢,onait > u, < e.

n=p
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Pour tout n € [p, ¢], ona u,, > ug, parce que la suite (u,) est décroissante. D’otr I’encadre-
ment :

q
(@—p+Dug < D un < e.
n=p

D’oll quq < €+ (p — 1)ug. Dans cet inégalité, fixons p := N . Puisque la suite (u,,) converge
vers 0 (théoréme 5 de la page 713), il existe un entier N’ > N tel que (N — 1)uy < € pour
tout entier ¢ > N’. Ainsi, pour tout ¢ > N’,on a qug < 2¢, ce qui montre bien que la suite
(nu,) converge vers 0.

Prenons maintenant u,, := 1/(nlnn) pour n > 2. La suite (u,) tend vers 0 en décroissant,

mais la série Y w,, diverge, vul’exercice IV.4.10 de la page 731. Et pourtant, nu,, = 1/1lnn
nz2

tend vers 0 lorsque n tend vers +oc0. La réciproque en question est donc fausse.

IV.4.5 Notons u,, le terme général de la série proposée. Soit n &€ N*, explicitons w,,. Po-
sons p := E(y/n), c’est le seul entier tel que p < /n < p+ 1, s0it p> < n < (p+ 1),
ce qui équivauta p? < n < p? +2p.Sin < p? +2p,onaencore n + 1 < (p+ 1)%, d’ol
p<+vn+1<p+1.Danscecas, E(v/n+1)=p,donc u, = 0. Sipar contre n = p? +2p,
onan+1=(p+1)2,donc E(vn+1)=p+1.Danscecas, E(vn+1)— E(y/n) =1,
donc u, =1/n=1/(p(p+2)). Ainsi :
1

u, = § p(p+2)
0 sinon.

sin:=p(p+2), pe N,

On en déduit que, pour tout P € N* ona:

P(P+2) P

1
UP P == u’ﬂ, = _—
P YR e )
Lorsque p tend vers +oo, 1/(p(p 4+ 2)) est équivalent a 1/p?. Comme la série > 1/p?
p>1
converge, la série . 1/(p(p + 2)) converge aussi. Ainsi la suite (Up(p2)) est majorée, ce
p=1
qui montre que la série Y wu, converge, avec de plus :
n>1
“+o0 +oo 1 P 1
S = Up = ——— = lim —
; ;p(ﬁ?) prFoo ;p( +2)
Pour tout p € N*, ona:
1 1 [1 1 ] .
= - |-———=|, dou
plp+2)  2[p p+2
P P
1 1 1 1
] DR o R
—=plp+2) 2 L_lp =p+2
1 1 l P = 1]
p:lp(p+2) e Pl
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On obtient ainsi :

U 1 1 1 1

) PR SR

—plp+2) 2 2 P+1 P+2
En faisant tendre P vers +o00, on en déduit ceci :

P

1 1 1 1 1 3

S = lim 27 = lim =|l4=-—-— —— | =2
Po+oo p(p+2) Potoo 2 2 P+1 P+2 4

p=1

+oo
Ainsi > u, = 3/4.
n=1

IV4.6 Notons u, le terme général de la premiere série et v, le terme général de la deuxie¢me série.
Sin>9,onalnn >2,douu, <1/n?etwv, <1/2". Lesséries > 1/n?et > 1/27
n>1 n=0

convergent, donc, par comparaison, les séries Y u, et > v, convergent (ces séries étant a
n>1 n>2

termes réels positifs, on peut appliquer le théoreme 10 de la page 715).

IV4.7 Posons u, := afl» pour n > 1. Pour déterminer la nature de la série . w,,, cherchons
n>1

un équivalent de u,, lorsque n tend vers +-oco. Reprenons 1’égalité (18) :

1 1 1
H, =1+-+-4---+— =Inn+C+e,, ol lim e, =0.
2 3 n n—-+oo

On en déduit ceci :

H, _ alnnaCaan _ nlnaaCaan.

Lorsque n tend vers +o0o, a®» tend vers 1, donc u,, ~ Knlre en posant K := a® > 0.

Compte tenu du théoréme 14 de la page 718 et du théoreme 11 de la page 716, la série > uy,
n>1

converge si, et seulement si, Ina < —1, ¢’est-a-dire a < 1/e.

IV4.8 1) Démontrons donc, par récurrence sur n > 1, la formule :

(b—a—-1)U, = buy — (n+b)upt1, (%)
c’est-a-dire (b—a—1)U,, = bus — (n+a)u, . C’est vrai pour n := 1, car U; = u; . Supposons
la formule () vraie pour un certain n € N*. Alors :

b—a—1Upt1=0b—a—1)(Up+tupt1) =bus — (n+b)upy1 + (b—a— Dupt1,
c’est-a-dire (b—a — 1)Up41 =bus — (n+ a+ 1)upq1, d o I’égalité (x) aurang n+ 1.
2) Supposons d’abord que b := a + 1. Dans ce cas, I’égalité (x) donne, pour tout n > 1,

0 =buy — (n+ a)uy, soit u, =buy/(n+a).Or buy # 0, etlasérie Y. 1/(n+ a) diverge
n>1

(car 1/(n+ a) ~ 1/n lorsque n tend vers +00), donc la série Y u,, diverge.
n>1

Supposons désormais b — a — 1 # 0. Compte tenu de I’égalité (x), la série > u,, converge,
n>1

i.e. la suite (U,) converge, si, et seulement si, la suite ((n + a)u,) converge. Si c’est le
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cas, la limite ¢ de la suite ((n + a)un) est nécessairement nulle : si ¢ # 0, I’équivalence
U ~ £/(n + a) montre que la série Y u, diverge. Ainsi, notant S la somme de la série

n>1
> up,ona (b—a—1)S = buy, en passant a la limite dans I’égalité (x) (lorsque n tend vers
n>=1
+o00). D’ou :
bu1
S = 1
b—a—-1

Mais bu; > 0,et S > 0 parce que les u,, sont strictement positifs, de sorte que b—a—1 > 0,

i.e. b > a+1.Nous avons ainsi montré que, si la série >  u,, converge,d’une part b > a+1,
n>1

et d’autre part la somme S est donnée par la formule ci-dessus.

Pour conclure, il reste & montrer que, si b > a + 1, la série > u,, converge. Or, dans ce cas,
n>1

I’égalité (x) donne, pour tout n > 1 :
bur (R A+b)unta o bu
b—a-—-1 b—a—-1 ~ b—a-1
Ainsi la suite (U,) (qui est croissante) est majorée, elle est donc convergente, i.e. la série

> u, converge.
nz=1

U, =

IVA4.9 1)Pourtout n € N, posons ¢, :=a”+b".0Onaa+b=4etab= —1,donc a et b sont
les deux racines de I’équation 22 —4x — 1 = 0. Ainsi a® = 4a+1,d’ ot a" 2 = 44" +a
pour tout n € N. De méme b"+2 = 4b"+! 4 b" pour tout n € N. On en déduit I’égalité
thyo = 4tpy1 + t, pour tout n € N. Comme tg = 2 et t; = 4, il en résulte, par récurrence
sur n, que chaque t,, est un entier pair.

Une autre solution consistait a appliquer la formule du bindme. Si n € N, il vient :
" (n\ Sk " /n k
nypn — 5 2n—k -1 k 5 2n—k
o= R ) g (s

Dans ces sommes, les termes correspondants a des entiers k impairs s’éliminent, il ne reste que
les termes correspondants a des entiers k pairs, écrivons k := 2p. D’ou :

E(n/2) n
ty = a”+b" = 2 pon—2p
o + g <2p>5 |

et il en résulte aussitdt que ¢,, est un entier pair.
2) Soit n € N. En écrivant a™ = t,, — b™, il vient :

sin(ra™) = sin(wt, — wd") = —sin(7d"),
la deuxieme égalité résultant du fait que ¢,, soit un entier pair. D’ol :

|sin(ra™)| = [sin(wb™)| = sin(w|b]") < 7|b|™.

Or |b| = v/5 —2 € ]0,1[, donc la série 3. 7|b|” converge. Par comparaison, la série
n=0

> |sin(ra™)| converge. Ainsi la série > sin(ma™) est absolument convergente, et par suite
n=0 n=0

elle est convergente (théoreme 20 de la page 724).
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IV.4.10 Puisque f est décroissante et f(x) tend vers O lorsque « tend vers 400, ona f(z) > 0
pour tout x > 0 (le vérifier). Considérons deux entiers p,q tels que 1 < p < ¢q. D’apres la
proposition 13 de la page 718, ona:

q+1 q
Y fk) < Flg+1)—F(p) < Y f(k).
k=p+1 k=p

Notons S,, les sommes partielles de la série Y, f(n). Dans les inégalités précédentes, rem-
n>1

placons p par 1 et ¢ par un entier n > 2. On obtient :
Spy1—f(1) < F(n+1)=F(1) < S,.

Supposons d’abord que F'(z) ait une limite finie ¢ lorsque x tend vers +oco. Comme F' est
croissante (sa dérivée f est positive), F'(z) < £ pour tout = > 0. En particulier Fi(n +1) < ¢
pour tout n € N*, d’ott I'on déduit S,41 < £+ f(1) — F(1). Ainsi la suite (S,,) est majorée,
donc convergente (elle est croissante).

Supposons inversement que la série Y f(n) converge, et soit S sa somme. Pour tout n € N,
n>1

ona S, < S,dou F(n+1) < S+ F(1). Comme F est croissante, on en déduit
que F(z) < C := S+ F(1) pour tout > 0. La fonction F' est donc majorée. Soit £ € R
la borne supérieure de F, i.e. la borne supérieure de {F(z) | > 0}. Montrons que F(z)
tend vers ¢ lorsque z tend vers +o0o. D’abord F(z) < ¢ pour tout x, puisque £ majore F'.
Soit € > 0. Par définition d’une borne supérieure, £ — € ne majore pas F, i.e. il existe a > 0
tel que F(a) > ¢ —e. Pour tout & > a, on a F(x) > F(a) (car F est croissante), d’ol
{—¢e < F(x) < £. Cela montre que F'(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers 400, comme
annoncé. Noter le résultat que nous avons obtenu : si une fonction F', définie sur un intervalle
du type }a, 400 [, est croissante et majorée, elle a une limite finie en +oc0.

Soient maintenant b un réel fixé et f la fonction  +— 1/(z1n(z)"), définie sur |1, +oo. Il

s’agit de déterminer la nature de la série > f(n). Cette série est a termes réels positifs. Le cas
n>2

b < 0 est évident : alors f(n) > 1/n pour tout n > 3. Comme la série harmonique diverge,

la série > f(n) diverge, par comparaison. Supposons donc b > 0. On détermine facilement
nz2

une primitive F' de f sur } 1,400 [, suivant que b soit égal a 1 ou soitdistinctde 1.Si b :=1,
on peut prendre F'(x) := In(Inx). Alors F(x) tend vers +oo lorsque x tend vers +oo, donc
la série Y. f(n) diverge, d’apres la premiére partie de I’exercice. Si b # 1, on peut prendre :
n>2
(Inx)t—t
1-b
Il en résulte que, lorsque « tend vers +o0o, F'(x) tend vers 0 si b > 1 et vers 400 si b < 1.

D’ot le résultat annoncé : la série > f(n) converge si, et seulement si, b > 1.
n>2

F(z) :=

IV4.11 1) Raisonnons par récurrence sur n > 1. L’égalité annoncée est vraie pour n = 1, car
By = b1 = a1 —ay = A — ay. Supposons cette égalité vraie pour un certain n € N*. Alors :

Bn-l—l = Bn + bn+1 - (An - nan+1) + (7’L + 1)(an+1 - an+2) I}
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c’est-a-dire B, 11 = Ay +ant1 — (n+1Dante = Apg1 — (n+1)an42, d’ ol I’égalité au rang

n+1.

2) Si la série Y a, converge, notons A sa somme ; de méme, si la série Y b, converge,
n>1 n>1

notons B sa somme. Supposons d’abord que la série Y a,, converge. Comme c’est une série
nz1

a termes réels positifs, cela signifie que la suite (A, ) est majorée. D’apres la question 1),

B, < A, pourtout n > 1. Ainsi la suite (B,,) est majorée, i.e. la série »_ b, converge;
n>1

en effet, puisque la suite (a,) est décroissante, les b,, sont positifs. En outre B < A. En
fait, toujours d’apres 1), na,41 a une limite finie lorsque n tend vers +oo, a savoir A — B.
Nécessairement A = B : dans le cas contraire, a,,11 serait équivalenta (A — B)/n lorsque n

tend vers +o0, et la série > a,, divergerait. En conclusion A = B.
n>1

Il reste & démontrer que, si la série > b, converge, il en est de méme pour Y a,. Ce point
n=1 n=1

est un peu plus subtil. Considérons deux entiers n,p € N*. D’apres 1), on a :
Bryp = Anyp — (n+p)anipsr -
Dans la somme définissant A,,4,, Minorons ay41, ..., ntp PAr dpipri (la suite (ay) est

décroissante ) . Il vient :

Bner > A, + Pantpr1 — (n + p)an+p+1 = A, - nNan+p+1 -
Dans I’inégalité obtenue, fixons n et faisons tendre p vers +oo. Par hypothese, la suite (ay)
converge vers 0, donc nay,p,4+1 tend vers 0. Par ailleurs, B, tend vers B. A la limite,

on obtient donc A,, < B. La suite (4, ) est ainsi majorée et croissante, donc convergente.

Autrement dit, la série ) a,, converge.
nz1

IV4.12 Si a < 0, le terme général de la série proposée tend vers 1, donc cette série diverge.
Si a := 0, ce terme général n’est pas défini lorsque n est impair. Supposons donc a > 0. Pour
tout entier n > 2, posons :

—1)" —1)"
Uy = (7) et v, = ( ) .
ne 4+ (71)71 na
La série Y v, converge (exercice 6 de la page 727). Ainsi les séries > wu, et > (v, — uy)
nz=1 n>1 n>1
sont de méme nature, en vertu du théoréme 2 de la page 711 et de son corollaire. Calculons
Up — Uy -
=" ( 1
Up — Uy = ——————————(n? + (-1 "—na) = —
na [na + (_1)71] ( ) na [na + (_1)71}

Ainsi v, — u, > 0 pour tout n, et en outre v,, — Uy ~ 1/n2“ lorsque n tend vers +oo. On

en déduit que la série > (v, — up) converge si, et seulement si, 2a > 1, soit ¢ > 1/2. En
n>1

conclusion, la série > wu, converge si, et seulement si, a > 1/2. On remarquera que cette
n>1

série converge absolument si a > 1, mais elle est semi-convergente si 1/2 < a < 1 (parce que

c’est le cas pour la série Y vy,).
n>1
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IV4.13 1l faut d’abord remarquer que le critere spécial des séries alternées ne s’applique pas : ce

critére ne porte que sur des séries i termes réels. Ecrivons a := s + it, ot s,t € R. Pour tout
ne€N,ona:
1 n+a  (n+s)—it

n+a |nta  (n+s?Z+e2
Notant u,, le terme général de la série proposée, on a u,, = a,, + ib,,, en posant :

()'nts) ()"
ap = —————2 € PR St A
" (n+ )2 +¢2 " (n+ )2 +¢2
La série > u, converge si, et seulement si, chacune des deux séries Y. a, et > b,
n=0 n=0 n=0
converge.

La série Y b, converge absolument (et donc elle converge). C’est évident si ¢ := 0, et sinon
n=0

|b,| ~ |t|/n? lorsque n tend vers +o0. Passons a la série > a,,. Il s’agit d’une série alternée
n=>0

(a partir d’un certain rang). Considérons la fonction z — f(x) := x/(z* +t%). Un calcul im-
médiat donne sa dérivée: f'(z) = (t2—?)/(2%+t*)%. Ainsi f estdécroissante sur | [¢], +oo].
On en déduit que la suite (|a,|) est décroissante a partir du rang ng := E(|s| + [t|) + 1. Par

ailleurs lim a, = 0. Le critere spécial des séries alternées montre donc que la série Y a,
n—-+o0o n>0
=

converge. En conclusion, la série Y u,, converge (mais elle ne converge pas absolument).
n=0

IV.4.14 1) Le point de départ est le suivant : pour tout £ € N,ona:

1 Yo
= “Fdx .
ak +1 /Ox *

Soit alors n € N. Multiplions I’égalité précédente par (—1)* et sommons pour k = 0,...,n.
Par linéarité de 1’intégrale, il vient :

_ ! nikxak T
Un/O <Z( 1) )d.

k=0

La somme intervenant dans cette formule est la somme des termes de la progression géomé-
trique de premier terme 1 et de raison —z®. D’ou :

1

1— (=1 n+1,.a(n+1)

U, = / ( ) i dz.
0 1 + xa

On en déduit une expression de la différence I — U, :

1 _a(n+1)
1-U, = (—1)”“/ Y a4,
0 1+$a
d’ou, en majorant 1/(1 + x*) par 1 :
! 1
I -U,| < / prnt gy — =
o aln+1)+1
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Il en résulte bien que la suite (U,,) converge vers I. Autrement dit, la série 3 w,, converge,
n=0

+oo
Zun =1. (%)
n=0

La convergence de la série ) w, résultait aussi évidemment du critere spécial des séries
n=0

etl’ona:

alternées.

2) Considérons un entier n > 2 fixé. Par définition, R,, est la somme de la série > Upypt1-
k>0

En particulier, R, est la limite, lorsque P € N tend vers +oc, de la somme partielle Sp

d’indice 2P + 1 de ladite série, a savoir :

2P+1 P+1

SP = Z Un+k+1 = Z(un-‘,-Qp—l +un+2p) .
k=0 p=1
Pour tout p € N*,ona:
1 1
n — n = (—1 n-t - ) it
Un+zp=1+tnizp = (=1) [a(n+2p—1)+1 a(n+2p)+1 >t
(-1

Uptop—1 T Unt2p = la(n+ 2p) + 1] [a(n+2p — 1) + 1] .

Ainsi, lorsque p varie, les sommes y,42p—1 + Un42p ONt toutes le méme signe, a savoir
(=1)""t.Dou:

P+1

|Sp| = Z [a(n + 2p) +1] [a(n+2p*1)+1}.

p=1

L’entier n étant toujours fixé, soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par:

J(@) = [a(n +2z) + 1] [a(n + 22 — 1) + 1] .

Cette fonction est évidemment décroissante. Par ailleurs, on vérifie facilement qu’une primitive
F de f est donnée par la formule :

Flz) = - 111(

aln+2x—1)+1
2a '

a(n+2z) +1
Appliquons la proposition 13 de la page 718 a f. Il vient :
F(P+2) - F(1) < [Sp| < F(P+1) - F(0).
Lorsque z tend vers +oo, F'(x) tend vers 0. En passant a la limite pour P tendant vers +o0,
les inégalités précédentes donnent :
In (a(n +2)+1

an+1
— —2aF(1) < 2a|R,| < —2aF(0) =In [ —2 T2 ).
) = ~20F(1) < 2alRal < ~207(0) =1 ( )

aln—1)+1

On sait que, lorsque ¢ tend vers 0, In(1 4 ¢) est équivalent a ¢. Faisons tendre n vers +00.
Alors t :=a/(a(n — 1) + 1) tend vers 0, donc :

an+1 a 1
n{—— ) =h(l+¢t) ~t = ———— ~ —-
n(a(n—l)—i—l) n(l+1) aln—1)+1 n
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De la méme maniere, u := a/(a(n + 1) + 1) tend vers 0, d’ou :

aln+2)+1
1n<a(n—i—1)—i—1

a 1
=In(l4+u) ~u = ———— ~ —-
> ( ) aln+1)+1 n
Compte tenu des inégalités obtenues précédemment, 2a|R,| ~ 1/n, autrement dit 2an|R,,|
tend vers 1 lorsque n tend vers +00.
Donnons une solution n’utilisant pas la proposition 13 de la page 718. Pour tout k£ € N, po-
sons vy := alugg + Uskt1/, autrement dit :

a2

T Pak+1][a@k+ 1) +1]

La série Y vy converge : elle est a termes réels positifs, et, lorsque & tend vers +oo, vy, est
k>0

équivalent a 1/(4k?). Par ailleurs, si m € N, le début de cette question montre que a|Ropm 1]

est le reste d’indice m de la série > vy . Pour estimer ce reste, posons wy, := 1/(4k(k: + 1))
k>0

pour tout £ € N*. Ainsi vy ~ wy lorsque k tend vers 4+o00. D’apres le théoreme 11 de
la page 716, a|Ra2y,41| est équivalent, lorsque m tend vers 400, au reste d’indice m de

la série Y wy. Ce dernier reste vaut 1/(4(m + 1)), ¢f. I'exemple 3 de la page 709. D’ol
£>0

lim 4am|Rgm+1| = 1, soit  lim 2a(2m + 1)|R2m+1]| = 1. De maniere analogue, on

m——+o0 m——+0o0

montre que 111}3 2a(2m)|Ram| = 1, en partant de vy, := a|uakt1 + uak+2|. En conclusion,
m——+00

lim 2an|R,|=1.
n——+oco
3) Prenons a := 2. La formule (*) s’écrit ici :

*f(A)" /1 dz
2n+1  Jo 22+1

n=0

La fonction arctan étant une primitive de 1/(1 + 2?) sur R, I'intégrale obtenue vaut
arctan(1l) — arctan(0) = w/4, d’ou I’égalité a démontrer.

IV.4.15 Notons > wu, la série proposée et (U,,) la suite de ses sommes partielles. Observons que
n>=0

les termes positifs de cette série sont ceux dont I’indice est multiple de 3, plus précisément
usp = 1/(2p+ 1) pourtout p € N. Pour tout p € N, on a aussi :

-1 -1
= t = — — .
U3p+1 ip+2 el Uzpt2 ip+4
Soit P € N, calculons Ssp4o :
3P+2 P
S3pi2 = Z Up = Z(Usp + Ugps1 + Usptz),  soit
n=0 p=0

Si{lll}i{ll
3”*2’1):0 2p+1 4p+2 dptda] T Zldptr2 dp+d]
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En d’autres termes,
P

- 12 1 1] 12§2 (—1)n?
shtz = 2420 +1 2p+2] 24w

Ainsi S3po estlamoitié de la somme partielle d’indice 2P +2 de la série harmonique alternée

S (=1)"~1/n.D’aprés la formule (24), cette série harmonique alternée converge et sa somme
n>1

est In 2. Il en résulte que la suite (S3p42)p>o converge vers In2/2.
Pourtout P € N,ona:
SSP+1 = SSP+2 —Uusp+2 et Szp = S3P+2 — U3p42 — U3P+1-
Comme la suite (u,) converge évidemment vers 0, S3p et Sspy1 tendent aussi vers In2/2
lorsque P tend vers +oo. Dans ces conditions, la suite (S, ),>0 converge vers In2/2, i.e. la
série > w,, converge et a pour somme In2/2.
n=0
Remarquons que les termes de la série > u,, sont exactement les mémes que ceux de la sé-
n=>0
rie harmonique alternée, mais ils ne sont pas écrits dans le méme ordre. Ainsi, partant d’une
série convergente, si I’on écrit les termes de cette série dans un ordre différent, on peut obtenir
une série convergente dont la somme ne soit pas égale a la somme de la série initiale. En L2,
nous traduirons ce fait en disant qu’une série convergente n’est pas toujours « commutativement
convergente », mais nous verrons aussi qu’une série absolument convergente est « commutati-
vement convergente ».

IV4.16 1) Pour tout n € N, |u,| = 1/2™. Puisque la série géométrique > 1/2™ converge,

n>=0

la série > w, est absolument convergente, donc convergente. De plus, si n € N, I’inégalité
n=>0

triangulaire donne :

n n 1 +oo 1
|Un| = Zuk < 227 < 22—k = 2.
k=0 k=0 k=0

Ainsi |U,,| < 2 pour tout n, d’ott

S| < 2, en faisant tendre n vers +o0.

2) Nous allons définir par récurrence une suite (fy,),>0 0l, pour tout n, f,, est une application
de {—1,1}""! dans [72, 2} . Définissons d’abord I’application fy : {—1,1} — [72, 2} parla
formule fo(cw) := /2. Pour tout n € N, on définit ensuite f,,; en fonction de f,, comme
suit. Pour tous «p, ..., a,4+1 € {—1,1}, nous posons :

frt1(ao, .. apyr1) = ao\/Q + fulag, ... ant1).
Comme f,(a1,...,an41) € [72,2] ,on a 2+ folar,...,an1) € [0,4] , d’ou
fat1(ao, ... oang1) € [—2,2].
Revenant a I’énoncé, il suffit maintenant de poser, pour tout n € N :
T = fo(€0,---,€n)-
Démontrons ensuite, par récurrence sur n, la formule suivante explicitant f, : pour tous
ag,...,an € {—=1,1} :

n

TN oo
fulag,...,an) = 2s8in ZZT ) (%)
k=0
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Cette formule est vraie si n := 0 : pour tout ap € {—1,1}, on a bien :

fo(ao) = 040\/5 = 28in(amr/4).
Supposons que la formule () soit vraie pour un certain n € N.

Soient ay, ..., an+1 € {—1,1}. Compte tenu de la formule donnant f,, 1 en fonction de f;,,
il vient :

frt1(ao, ... any1) = @pV2+2sinf = ao\/2+2cos(7r/2—9),
ou encore :
fati(ao, ... ans1) = 2agcos(m/4 —0/2)| = 2aq|sin(r/4+6/2)],

ou I’on a posé :
n
9 — Ezalaz"'akﬂ
4 P 2k

Mais 6 € [—m/2,7/2], donc 7/4 4 6/2 € [0,7/2], et par suite le sinus intervenant dans la
formule ci-dessus est positif. Ainsi :

fony1(Qo, ..., ant1) = 2siny, ol
n n+1
Qo 10 - A1 7T aplq -+ - - O
n = — |1+ E — | = = E —
4 2k+1 4 2k
k=0 k=0

D’ou la formule (*) al’ordre n + 1.

Revenons 2 la suite (z,,). En remplagant dans la formule (%) les ay, par les €, on obtient le
résultat annoncé, valable pour tout n € N :

xn, = 2sin(nU,/4).

Par définition d’une série convergente, la suite (U,,) converge vers S. La fonction sinus étant
continue, la formule ci-dessus montre que la suite (z,,) converge. Plus précisément :

lim x, = 2sin(rS/4).

n—-+oo
IV.4.17 Posons u, := €,a, pour tout n € N. Soit n € N. Effectuons la division euclidienne
de nparm :n =gm+r,ot ¢ € Netr € [0,m — 1]. Pour chaque k € N, la somme
km+m—1 m—1
> g; estégale, vu la périodicité de la suite (¢5),a ) €;,c’est-a-direa S. Ainsi:
j=km j=0
n q—1 [km+m—1 qgm+r gm—+r
= =2 | D w|+ D e=aS+ ) e
j=0 k=0 j=km j=qm Jj=qm
On peut donc écrire T,, = n.S/m + w,,, en posant :
qm—+r qm~+r
wy, = S(q—n/m)+ Z gj = =S(r/m)+ Z £j.
Jj=qm j=qm

Pour tout n, |wy,| < |S|+r+1 < |S|+ m, donc la suite (w,) est bornée.
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Démontrons ensuite la formule suivante, pour tout n € N :

U, = M + wpany1 + i wi(ag — ak41) - (%)
m k=0
Cette formule est vraie si n := 0. En effet wy = g = g9, Ag = ag, donc le second membre
vaut woag = €pag = ug = Up. Supposons la formule (x) vraie pour un certain n. Nous
voulons établir la formule au rang n + 1, soit :

S(Aps1 —a fasy
Unt1 = W + Wpt1Gn+2 + Z wi(ar — agg1) -
k=0

Par différence, il revient au méme d’établir la formule suivante :
En4+10n4+1 = SanJrl/m + Wn410n42 — WnGpt1 + wnJrl(anJrl - an+2>-

11 suffit évidemment de vérifier I’égalité ¢,,11 = S/m + wp41 — Wy, , SOIt :
ent1=S/m+ (Tny1 — (n+1)S/m) — (T,, — nS/m) ,
ce qui résulte immédiatement de 1’égalité T}, 1 — T}, = €p41.
Puisque la suite (w,) est bornée et la suite (ay) converge vers 0, la suite (w,a,+1) converge
vers 0. Soit ensuite M un réel tel que |w,,| < M pour tout n. Rappelons que la suite (a,,) est
décroissante. Ainsi, pour tout n € N,ona:
n n

> Jwk(ar — ax1)| < MY (ax — arg1) = M(ag — ant1) < Mag.

k=0 k=0
Il en résulte que la série Y wy,(an, — an41) est absolument convergente, donc convergente.

n=0
n
Autrement dit, la suite de terme général > wy(ar — ar4+1) est convergente. Compte tenu de
k=0

la formule (%), la suite (U,,) converge, i.e. la série Y u, converge, si, et seulement si, la suite
n=0

(S(A, — ao)) converge, i.e. si la suite (SA,) converge. C’est évidemment le cas si la suite

(A,,) converge, i.e. sila série Y a, converge; c’est aussi le cas si S = 0.
n=0
Pour conclure, il reste & montrer que, si S # 0 et si la série Y a,, diverge, la suite (SA,,)
n=0

diverge. C’est évident car, > a, étant une série divergente 2 termes réels positifs, la suite de
n=0

ses sommes partielles a pour limite 400 (c’est une suite croissante).

Complément. A titre d’illustration de cet exercice, soit p un entier strictement positif. Pour

k
tout k£ € N, posons b(k) := ( + p) . Considérons la série :
p

_1)b(n)
Z % (%)

n>1
Nous allons montrer que cette série converge si, et seulement si, p est une puissance de 2. Pour
tout n € N*, nous posons ici :

ap, = et &, = (—1)*™,

1
n
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La suite (ay)n>1 est bien décroissante et converge vers 0, par contre la série > a,, diverge:
nz=1

c’est la série harmonique.
Montrons ensuite que la suite (¢,,),>1 est périodique. Voici une premiére méthode. Partons de
la formule suivante, valable pour tout n € N :

bn) = (n+p) _nmn—1)---(n—p+1)

p p!
Soit m’ := 2p!. Lorsqu’on remplace n par n+m’, le numérateur du second membre de 1’éga-
lité précédente n’est pas modifié modulo m’ (c’est un polynéme en n a coefficients entiers).
11 en résulte que les entiers b(n) et b(n + m') ont la méme parité, de sorte que €,/ = €.
Ainsi m’ est une période de la suite (e,,),>1. Notons m la plus petite période (strictement

positive) de cette suite ; ainsi m’ est un multiple de m . Nous expliciterons m plus loin.

Appliquons le présent exercice (que les suites considérées soient indexées par N ou par N* ne
change rien a la conclusion obtenue). Posons :

m

S = an = i(fl)b(").
n=1 n=1

Alors la série (xx) converge si, et seulement si, S = 0. Il nous faut donc évaluer .S Pour cela,
pour chaque n € N, nous devons pouvoir dire si ’entier b(n) est pair ou impair.

Utilisons 1’exercice I1.1.18. Pour tout entier ¢ > 1, notons v5(t) ’exposant de la plus grande
puissance de 2 divisant ¢. L’exercice cité permet, pour tout entier k£ € N, de calculer vo(k!).
Voici le résultat dudit exercice : vo(k!) = k — s(k), en notant s(k) la somme des chiffres de k

b
écrit en base 2. Soient a,b € N. Puisque <a + ) = (a+b)!/(ald!), il vient :
a

Vs ((““’)) — s(a)+ s(b) —s(a+b).

a

En réfléchissant a I’algorithme de 1’addition de deux entiers écrits en base 2, on s’apercoit
que s(a) + s(b) — s(a + b) est le nombre de retenues faites dans 1’addition de a et b en base

a
retenue. Cela revient a dire que, si I’on écrit :

L a+b . . . ..
2. En particulier, est impair si, et seulement si, cette addition ne comporte aucune

@ = 2% 4. 42 et b= 200 4. 4 2Bk

avec ap > ag > - > ap =2 0et By > P2 > -+ > B 2 0,ona a; # B; pour tout
(4,7) € [1,h] x [1,K].
Ecrivons maintenant p enbase 2 :

p =242 4... 42 avec ¢ >cp> > 2 0.
Soit n € N. Pour que b(n) soit impair, il faut, et il suffit, que les chiffres (en base 2)
de n d’indices cy, ..., c, soient nuls. Cette propriété n’est pas modifiée si I’on remplace n
par n + 20111 car les chiffres en question ne changent pas. Il en résulte que m := 201F1 egt
une période de la suite de terme général (—1)b(") . Par contre b(0) = 1, alors que b(2°!) est
pair, puisque I’addition de p et 2°' en base 2 comporte une retenue. Tout cela montre que m
est la plus petite période strictement positive de la suite (£, )n>1-
Calculons maintenant la somme S. C’est une somme de m termes, chacun valant +1.
Ainsi S = N — N’, ou N (resp. N') est le nombre de termes valant 1 (resp. —1). Par
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définition, N’ est le nombres d’entiers n € [0,2°7 — 1] tels que les chiffres (en base 2)
de n d’indices cy, ..., c, soient nuls. Les autres chiffres de n sont arbitraires. Lorsqu’on écrit

n sous la forme :
C1
— } : i
n = 7712 )
i=0

chaque v; valant 0 ou 1, r parmi ces coefficients doivent €tre nuls, les ¢; + 1 — r autres étant
arbitraires. D’ott N’ = 26117 = m2~" Cela étant, puisque N + N’ = m, S est nulle si, et
seulement si, N = N’ = m/2,i.e. si r = 1. Mais, vu I’écriture de p en base 2, r vaut 1 si,
et seulement si, p est une puissance de 2, d’ou la conclusion annoncée.
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Module IV.5 : Introduction a 'intégration

IV.5.1 Ontrouve :
3

3 3
1 17° 40
& A:/ 424 — ) dv=|T 422 - 2| =2
1 IL'2 3 X 1 3
15803

x8 1527 + 1925 _ 108z° + 6924 " 3 42522 4375
17 2 5 1 T 1,70

IV.5.2 Ontrouve:
1. On reconnait dans I’intégrande la forme v'(z) u(x), avec u(z) = In|z|, d’ ol :
1
C(z) = 3 In? |z| + C*e
sur tout intervalle ne contenant pas 0.
2. De méme, I'intégrande est de la forme v’ (x)/u(z), donc :
D(z) = In|ln ||| + C*

sur tout intervalle ne contenantni O, ni 1, ni —1.

P
IV.5.3 Lorsque la fraction rationnelle est de la forme ( gx) Q) avec Q(a) # 0, le
—a)" Q(x
. 1 . . 1 . P(a) o
coefficient de ———— dans la décomposition en éléments simples est —— (multiplier
(@—a)r Q)
par (x — a)™ et faire tendre x vers a).
1+3 3 —-6+2 4
1. Ont =——=cetb= = —,dou:
n trouver a 156 =€ —5_1 - 7 dot
T+ 2 3 4 3 4
= t E=-lnlz—1]+:1 6|+ C*
2+50-6 T@—1) 7zt6) °© 7 e =147 njz+6[+

sur tout intervalle ne contenantni 1, ni —6.

2. Lapartie enticre est évidemment a = 1. Ensuite, on trouve :

0—-2 1-2
b=——=2 et d=——=-1
0-1 1
En retranchant la partie entiére, on obtient :
b+c+ d  a*-2 1_x2—2
22z x—1 a3—2a2 o3 — a2

ce qui, en multipliant par x et en faisant tendre x vers I’infini, donne ¢ + d = 1. Donc :

3 -2 2 2 1 2 x?
—— =1 — - _ - F = _Z In——— Cte
x3 — a2 R o $+n|x—1|+

sur tout intervalle ne contenantni 1, ni 0.
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. 1
3. Ontrouve a = 1 puis, en retranchant — :
x

3¢t +2274+1 1 2z 1 1
o rter o -2 d’ot G=e— - _ _— (e
x3(x? 4+ 1)2 x3 (2?2 41)2 ot 222 2?2+1 *

sur tout intervalle ne contenant pas 0.

IV.5.4 Dans cet exercice et quelques-uns des suivants, nous utiliserons le théoreme d’intégration

par parties sous la forme :
/50’1/1: W*/W’-

1. Icinous prendrons ¢(z) = 23/3 et 1 (z) = Inz, d’ou:

31 3
T nx_w_+cte

H =
3 9

sur tout intervalle de R? .

2. Icinous prendrons ¢(z) = x et 1(x) = arctanz, d’ o :

1
I = zarctanx — 3 In(z? + 1) + C*.

IV.5.5 Pour la premiere intégrale, on écrit :

1 sinhz  sinhz o
sinhz  sinh®z cosh’z—1 wu2—1
1 1 1 1
En écrivant =— | —— ———,onobtient :
uw?2—-1 2\u—1 wu+1
d 1 1 cosh 2 12
J:/—u: _m‘u ’ :hl(e—’—i).
u? —1 2 u+11] a1 ez +1
. L1 e’ ! .
Pour la deuxieéme, on écrit =1- =1- ,d’ol :
1+e” 1+e® 1+¢
2
2 e +1
K={t—In(l+¢t|, =1-1 .
[ Il( + )}1 n €+1

La derniere nous rameéne au calcul de / e %cosh df. On peut alors intégrer deux fois par

parties ou trouver une primitive de 6 — e~ et en prendre la partie réelle. Avec les deux
méthodes, on voit qu’une primitive sera de la forme a e~? cos 4 be~? sin 6. 1l suffit donc de
dériver cette derniere expression et d’identifier, pour trouver :

-0
/e_e cosfdf = eT (sin@ — cos @) + C**.

On a alors :

/2 —m/2
L:/ e_ecosedeze .
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IV.5.6 Le premier calcul est immédiat en posant le changement de variable u := cosz, ce qui
donne :

1 ,
M = _/(1 —u?)uldu = — G (5 — 3 cos”) cos® z + C*°.

Le changement de variable indiqué pour le second conduit a :

2t dt 1 1
N: /m = 5 1H(2t2+1) = 5 ln(1+sin2x) *1H|COSZE| +Cte

sur tout intervalle ne contenant aucun zéro de la fonction cos.

IV.5.7 1l suffit de poser le changement de variable ¢ := 7/2 — .

IV.5.8 Soit F' une primitive de f. L’expression dont on doit déterminer la limite s’écrit :

F(lto)-F(l-2) Flta)-FQ) , F(1-2) - F(1)

€T €T —X

ce qui montre que la valeur cherchée existe bien et vaut 2F/(1) = 2f(1).

IV.5.9 Soient f la fonction continue définie par f(t) := sin(t)/t pour t # 0 et f(0) :=1,et F
sa primitive nulle en 0. L’expression dont on doit déterminer la limite s’écrit F'(z)/x, ce qui
montre que la valeur cherchée existe bien et vaut F’(0) = f(0) = 1.

IV.5.10 Suivant I’indication de I’énoncé, on obtient :

(Inb —1na)? = (/;%“’)2

d’ou le résultat puisque b > a > 0 etlnbd > Ina.

/AN
N
T~

o
o
8
N———
~
N
o
o
%l 8
~
Il
=
|
—
Q|
\
| =
N—
Il
=
Q||
e
()

IV.5.11 1. 1l s’agit d’'une somme de Riemann réguliere a gauche sur le segment [0, 1] relative
a la fonction f. Comme cette derniere est continue sur [0, 1], la limite cherchée existe

1
donc et vaut/ f(z)de.
0

2. Lapremitre est le cas particulier ot f(x) := xe™*, d’oli la limite :

2

1
/ rve *dr = [—(z+ e *j =1 — =
0 e

Pour la deuxieme, il s’agit d’'une somme de Riemann réguliere a droite sur le segment
[0,1] relative a la fonction définie par f(z) = /z, et sa limite est donc :

/O f(z)do = 2v/alh = 2
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IV.S.12 1. Linégalité de gauche provient de la (stricte) croissance de la fonction logarithme,
celle de droite de sa concavité : la courbe d’équation y = In(1 + x) se trouve sous sa
tangente en 0 d’équation y = x.

2. Lalimite est nulle, comme le montrent les majorations :
1 1 1
0§/ 1n(1+z")dz</ 2" dx = .
0 0 n+1
3. Résultat d’une intégration par parties :
1 1
/ o' = [l — / oy’
0 0
pour () :=In(1 4+ a™) et ¥(x) := z/n.
4. Lalimite de (u,) estdonc 0, et celle de (nu,) est In2.

IV.5.13 1. Toute fonction continiment dérivable est dérivable et donc continue; sur un seg-

ment, cela implique qu’elle est bornée.
2. Posons M :=sup |g|, M’ := sup|g’| (quisonten fait des maximums), ¢(t) := — cosnt
et ¥ (t) := g(t). Il suffit alors d’écrire :
b b
n/ g(t) sinntdt = [—g(t) cosnt]® —|—/ g'(t) cosntdt
a a
pour en déduire la majoration indépendante de n :
b
n/ g(t) sinntdt| < 2M + (b —a) M.
a
b
On peut montrer directement par le calcul que / sinntdt tend vers 0 quand n tend
a
vers +00, mais on peut aussi appliquer ce qui précede a g = 1, ce qui donne I’inégalité :
b . 2
sinntdt| < —
o n
et montre le résultat.
3. On pourrait montrer que la fonction ¢ — t?/sin¢ se prolonge en une fonction contind-

ment dérivable sur [0, 7/2] et appliquer ce qui précede pour montrer :

w/2

lim tf —
n—+o0 g sint

p S nt

Montrons ce résultat autrement. Par concavité de la fonction sinus sur [0, 7/2],ona:
) 2
Vi € [0,7/2], sint > —t
™

(la courbe représentative se trouve au dessus de la corde reliant les points d’abscisses 0
et /2).
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Pour tout « € ]0,7/2], on dispose de la majoration :

a 1 t “ i ’ ’
/ tp Sl.nn dt g / E tp_l |SiIlTLt| dt g / (z) dt = a(ﬁ) .
0 sint 0o 2 0 2 )

Il en résulte que, pour tout € > 0 donné, on peut choisir un o > 0 tel que cette intégrale
soit majorée par £/2, d’oui la majoration :
/2
/ g(t) sinntdt
[e3

w/2 .

sinnt

/ tP — dt
0 sint

ol g est, sur [a, 7/2], une fonction continiment dérivable (et méme de classe infinie).

Par suite, il existe un N tel que, pour tout n > NN, on ait :

/”/2 > sin nt dt
0

<5+

€
2

- <L e.
sint =

La limite demandée existe donc, elle vaut 0.

4. L égalité classique 2sinu cosv = sin(u + v) + sin(u — v) justifie les égalités :

1 /2 gin(2n + 1)t /2 sint
Ay =t / tpwdt,/ o S0E 4
2 0 sint 0 sint

/2 . /2
_ 1 (/ p SCnEDE —/ P dt)
2 0 sint 0

qui montrent que, lorsque 7 tend vers 'infini, A, a une limite, égale a:

/2 1 p+1
,/ tpdt:— (E) .

IV.5.14 Posons I(a,b) I'intégrale considérée et, pour b > 0, ¢/ (z) := 2% et ¥ (x) := (1 — z)°.
Une intégration par parties donne, pour p(z) = 24+ /(a+ 1) :

1 1
b
I(a,b) =/ o' = eyl —/ o =0+ ——1I(a+1,b—1).
0 0 a+1
Puisque I(c,0) = 1/(c+ 1), il vient aussitdt par récurrence :

alb!

I(a,b) :/0 (1 —2)’de = CETFI

© Dunod 2018



256 Tout-en-un pour la licence ¢ Niveau 1

Module IV.6 :

Introduction aux fonctions vectorielles d’'une variable
réelle

IV.6.1 1. Notons que:

1 1 1
T o R N e

n n n—+00
Par conséquent, la suite A,, converge vers A quand n tend vers +oo.

2. Remarquons que la matrice A,, n’est pas inversible si, et seulement si, 1/n est valeur
propre de A. Or la matrice A n’a qu’un nombre fini de valeur propres. Par conséquent,
si n est assez grand, 1/n n’est pas valeur propre de A et A, est inversible.

3. Toute matrice A de M,,(R) peut étre approchée par des matrices de la forme A — 711 I
qui sont inversibles si n est assez grand.

IV.6.2 Soient v et vy deux vecteurs propres de A associés respectivement a A1 et Ao. Alors,
(v1,v2) est une base de vecteurs propres de R?. On peut donc écrire :

Uy = T1V1 + TaU2
avec r1 et xo les coordonnées de u( dans cette base. On a alors :
Uy, = A"ug = 21 A"y + 22A" v = Al z1v1 + A 2000,

Par conséquent :
1 N A2 \"
— Uy = T1V1 -— T2V2.
Ap Ap

Comme 0 < Ay < Ap, la suite (A2/A\1)™ tend vers 0 quand n tend vers +o0o0. D’our :

U, —— T1V1q.
n—-+oo

IV.6.3 Les racines de I’équation caractéristique 7> — r — 2 = ( sont :
ri:=—1 et rg:=2.
Par conséquent, il existe des constantes A et B telles que :

U, =A-(-1)"+ B-2".

Comme ug = 2 et w3 = —1, les constantes A et B sont solutions du systéme :
A+B=0
—-A+2B=-1.

Les solutions sont A =1/3 et B=—1/3.0n adonc:

Or:
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IV.6.4 Soit tg € [0, 1]. Alors, pour tout ¢ € [0,1],ona:
F@t) = f(to) = (t — t0)(A —In).

Par conséquent :

1£t) = £ < It = tolf|A = L] = 0.

La fonction f est donc continue en tg.
De plus, pour ¢ € [0,1] \ {to} :

() — f(to) AT,
t—to
qui ne dépend pas de ¢ (et tend donc vers A — I,,, quand ¢ tend vers tg ). Par conséquent, pour
tout ¢p € [0,1] :
t) — f(t
)~ Fto) _

t—to,t#£to t—to

La fonction f est donc dérivable sur [0, 1] et sa dérivée vérifie :

flt)=A—-1,.

IV.6.5 La fonction || f]| est la composée de la fonction (f | f) qui est dérivable en zy car

f est dérivable en g, et de la fonction ¢ ~ +/t qui est dérivable sur 0, +oo[. Comme
( f ’ f ) (o) > 0, la composée des deux fonctions est dérivable et la dérivée vaut :
1

o~ ey (o) | £@))
0] = s (£14) (o) = S

IV.6.6 Supposons d’abord que (u,) et (v,) sont deux suites de vecteurs de R? telles que
u, — {1 et v,, — £5. On peut écrire :

Up NV, — 01 Nly = (’U,n—fl)/\(’vn—fg)-ﬁ-(un—fl)/\fg—f—fl/\(’vn—fg).
Rappelons que ||u A v|| < ||ul - ||v]|. Par conséquent :

||un ANv, — {1 /\EQH nI)oo 0 et u,Av, njoo 01 N Ls.

Puisque f et g sont continues, si  — xq, f(z) = f(x0) et g(x) — g(xo). Par conséquent :

(FAg)x) = (fAg)(xo)

ce qui montre que f A g est continue. De plus, on peut écrire :
(f Ag)(@) = (f Ag)(wo) = (f(2) = Flzo)) A (g(z) — g(w0))
+ f(wo0) A (g(z) — g(a0))
+ (f(z) = f(x0)) A g(zo)-
Puisque f et g sont dérivables :

lim f(@) = f(zo) = f'(z0) et lim

T—To Tr — X9 T—x0 Tr — X9
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Par conséquent :

i L A9)@) — (f Ag)(@o)

T—xQ r — X0

= f'(x0) NG+ f(xo) A g'(20) + F (z0) A glo)

= f'(z0) A g(wo) + f(z0) A g (w0).

IV.6.7 Notons que :
h = fig2 — fag1.
Comme les fonctions vectorielles f et g sont dérivables, les fonctions réelles f1, fo, g1 et g2
le sont. Par conséquent, h est dérivable et :

Y ’ / r f{ g1 fi 9/1
h = fi92 — fog1 + f195 — fog; = det / + det 7 .
s 92 fa 95

1V.6.8 1. Btantazgc€RetzeR,ona:

F@) - Fla) = [ f@)a

[ sl

Comme f est continue en zg, si 2 est suffisamment proche de zg, |f(z) — f(z0)| < 1,
et donc :

Par conséquent :

||F($) - F(CUO)H <

F(z) — F(x0) = (|f(z0)| + 1) |z — 20| — 0.

xT o
La fonction F' est donc continue en xg.

2. Nous allons maintenant montrer que la fonction F' est dérivable et que sa dérivée est f.
Pour cela, écrivons :

F(z) — F(xo) 1

———— —f(@) =

T — X0 T — X0

/ ") - Flao) .

Pour tout £ > 0, il existe > 0 tel que |t — 20| < 7 implique || f(¢) — f(zo)|| <. Si
|x — 20| <, onaalors:

|2 g < |2 [ 70 - S| <
€T To €T ZTo Zo
Par conséquent :
. F(x) — F(xo) _
zli>n:nl0 T — o - f(:ro)v

ce qui montre que F' est dérivable de dérivée f.

IV.6.9 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants. Les solutions maxi-

males sont définies sur R. Posons A := ( 01 ) . Alors :

() () (1) « a(D)-(D)2(2)

N —
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SiI’on définit v := (1,2) et w := (1, 3), alors (v, w) est une base de vecteurs propres de R?.

Les solutions de I’équation différentielle y' = A - y sont de la forme :

1 1
f:tl—>01€2t<2)+0263t< 3)

L allure de ces solutions est représentée sur la figure suivante. Il y a quatre solutions particu-
lieres pour lesquelles les trajectoires sont des demi-droites. Elles sont représentées en pointillés.

IV.6.10 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants. Les solutions maxi-

males sont définies sur R. Posons A := ( 94 i ) . Alors :

a(5)=2() = a(i)=2((2)+(3))

Définissons v := (1,2) et w := (1,4). Si y = f1v + fow est solution de ’équation différen-

tielle y' = A -y, alors :
/
(7)==

Posons :

Nous avons vu dans le cours que :

Par conséquent :

(AOY (1 2)(G) wee imn0) & G0
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Les solutions de I’équation différentielle 4y’ = A - y sont de la forme :

f:ﬁH(Cl—i—QﬁCQ)th( ;)Jrcge%( b )

L’allure de ces solutions est représentée sur la figure suivante. Il y a deux solutions particulieres
pour lesquelles les trajectoires sont des demi-droites. Elles sont représentées en pointillés.

IV.6.11 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants. Les solutions maxi-
males sont définies sur R.

On peut observer que si f = (f1, f2) est solution de 1’équation différentielle, alors :

(f1; f2) = a(—f2, f1)
et donc :
(f'1 fHr=al=f2)fr +afifa=0.

La fonction ||£]|> = (f' | f) est dérivable comme produit scalaire de deux fonctions déri-
vables et :

(IF12) = 2CF" | £)-

Par conséquent, la fonction || f||? est une fonction constante et la fonction f prend ses valeurs
dans un cercle centré a 1’origine.

1l est possible d’étre plus précis. En effet, f' = —afs = —a®f, et donc:
fi(t) = Rcos(at + ¢) et fa(t) = Rsin(at + @)

avec R lerayonducercleet ¢ € R.

Iv.6.12 1. Lesracines de I’équation caractéristique 72 —2r—3 = 0 sont 3 et —1. Les solutions
de I’équation homogene sont donc de la forme :

Clegt + Cge_t avec (1,05 € R.

Utilisons la méthode de variation de la constante, c’est-a-dire, cherchons une solution
sous la forme :

F=Xe3 + et avec N3+ Ne P =0.
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On a alors :
F=3\e% —daet et f7=3Ne — Ne 4+ 9N e 4 Nge
En reportant dans 1’équation différentielle, on trouve :

e315

3N e — Ne Tt = .
! 2 cosh? ¢

Il nous faut donc résoudre le systéme :

Njedt + Ne ™t =0

o3t

3Ne3t — Ne™t = e

cosh”t

Les solutions sont :
at

N =
1= 3 2= 7,
4 cosh”t 4 cosh”t

Une solution particuliere de I’équation avec second membre est donnée par :

tanh ¢ et
A= t Ao=— | 5—F—— dt.
Ty o / 2 + 2+ 2

Le changement de variable u = €' pour le calcul de la primitive donnant A\ conduit 2 :

4t 1 2
/eidﬁ:_/uidu
et +24 e 2 2/ (u+1)2

2(u+1) 1

1

=-[1- d
2/ w+1)? " (ur12z
u 1 1

=21 1)) - ———
; ~ g+ 1)) 2(u+1)
€2t

:_71 2t 1) — —— .
g e - oms

En regroupant les termes, on trouve que les solutions sont les fonctions de la forme :

15t733t72t 2715
Ze e€2t+i e +e tn(e® +1) + Cre® + Coe™ avec 1,0y €R.

2. L’équation caractéristique 7> — 2r + 1 = 0 a une racine double : 1. Les solutions de
I’équation homogene sont donc de la forme :

(Cit + Co)e' avec C1,Cs € R.

Le second membre est de la forme P(t)e™ avec P un polyndme et r une racine double
de I’équation caractéristique. On peut chercher une solution particuliere sous la forme
f(t) = at®e’ avec a € R. On trouve :

() = 2f'(t) + £(t) = ((at® + 6at® + 6at) — 2(at® + 3at®) + at®)e’ = 6ate'.

Par conséquent, les solutions de 1’équation avec second membre sont les fonctions de la

forme :
3

'
¢ (Ot +Co)e’ avee C1,Cr€R.
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Les racines de 1’équation caractéristique 72 — 4r +3 = 0 sont 1 et —3. Les solutions de
I’équation homogene sont donc de la forme :
Clet + 026—315 avec (1,05 € R.

On va rechercher une solution particuliere de 1I’équation avec second membre comme
somme d’une solution particuliere de y”" — 4y’ + 3y = 3t et d’une solution particuliere
de y"” — 4y’ + 3y = e'. Dans le premier cas, on peut chercher une solution sous la forme
fi(t) = at + b et on trouve fi(t) = t + 4/3. Dans le second cas, on peut chercher
une solution sous la forme fo(t) = ate! et on trouve fo(t) = —te'/2. Les solutions de
I’équation avec second membre sont les fonctions de la forme :

4 t
th g = ge + e+ Coe™ avee O, ER.

Les racines de I’équation caractéristique r2+4 = 0 sont 4-2i. Les solutions de I’équation
homogene sont donc de la forme :

Cy cos(2t) + Cysin(2t) avec C,Ch € R.

On peut chercher une solution particuliere en utilisant les solutions complexes. Nous
proposons d’utiliser la méthode de variation de la constante, ¢’est-a-dire, de chercher une
solution sous la forme :

F = A1 cos(2t) + Agsin(2t) avec M) cos(2t) + Ajsin(2t) = 0.
On a alors :
F'= —2\1sin(2t) + 2)5 cos(2t)
et
F" = =2\ sin(2t) + 2)\} cos(2t) + —4A; cos(2t) — 4)g sin(2t).
En reportant dans 1’équation différentielle, on trouve :
—2)| sin(2t) + 2\, cos(2t) = tsin?(t).
Il nous faut donc résoudre le systeme :
Aj cos(2t) + Ay sin(2t) =0
—2); sin(2t) + 2\, cos(2t) = tsin?(t).
Les solutions sont :
1 1
A = —§tsin2(t) sin(2t) et A\, = §tsin2(t) cos(2t).

De maniere équivalente, on a :

1 1 t 1 1
A = fztsin(Qt) + §t sin(4t) et A, = -3t Ztcos(Qt) - gtcos(élt).

Une intégration par parties (en dérivant ¢ et en primitivant les sinus et les cosinus) montre
que 1’on peut choisir :

Ai(t) = —%tcos(élt) + étcos(Qt) + %28 sin(4t) — 11_6 sin(2t) et
No(t) = — 12 4+ Ligin(26) — L tsin(4t) + = cos(2t) — —— cos(4t).
16 8 32 16 128
Les solutions sont alors les fonctions de la forme :

(A1(t) + C1) cos(2t) + (A2(t) + C2) sin(2t) avec Cy,C € R.

© Dunod 2018



Solutions des exercices 263

Module IV.7 :
Premieére initiation aux fonctions de plusieurs
variables

IV.7.1

1. Lintervalle [0, 1] n’est pas ouvert dans R. En effet, le point 0 appartient a cet in-

tervalle, mais pour tout > 0, la boule B(0,r) contient des réels négatifs qui ne sont

pas dans I’intervalle (par exemple —r/2). On ne peut donc pas trouver de r > 0 tel que

B(0,7) C [0,1].

L’intervalle [0, 1] n’est pas fermé dans R (et n’est donc pas compact). Il faut montrer

que son complémentaire |—o0o, 0] U [1, +o00[ n’est pas ouvert. Le point 1 appartient a ce

complémentaire mais pour tout > 0, la boule B(1,r) contient des réels plus grand

que 1 (par exemple 1 + r/2). Par conséquent, on ne peut pas trouver de r > 0 tel que

B(1,r) R\ [0,1].

L’intervalle ]0, 1] n’est pas ouvert dans C. Par exemple, le point 1/2 appartient a cet

intervalle, mais on ne pas trouver de r > 0 tel que B(1/2,7) C ]0, 1] (attention, il s’agit

de la boule complexe). Par exemple, une telle boule contient le point 1/2 + ir/2.

L’intervalle ]0, 1[ n’est pas fermé dans C (et n’est donc pas compact). En effet, son

complémentaire n’est pas ouvert dans C : il contient le point 0 et pour tout » > 0, la

boule B(0,r) contient le point r/2 € ]0, 1[.

Le segment [0, 1] n’est pas ouvert dans C pour la méme raison que précédemment : le

point 1/2 appartient & ce segment mais pour tout » > 0, la boule B(1/2,r) contient

1/2 +4r/2 qui n’appartient pas au segment.

Le segment [0, 1] est fermé dans C. En effet, si z € C )\ [0, 1] alors :

e soit Im(z) # O et si I'on choisit, par exemple, 7 = [Im(z)|, la boule B(z,7)
n’intersecte pas 1’axe réel. En particulier, elle est contenue dans C \ [0, 1].

e s0it z € ]1,400[ et si I’on choisit, par exemple » = z — 1, la boule B(z,r) est
contenue dans C\ [0, 1].

e s0it z € |—00,0[ et si I’on choisit, par exemple r = |z| > 0, la boule B(z,r) est
contenue dans C \ [0,1].

Le segment [0, 1] est fermé et borné dans C. Il est donc compact.

Le demi-plan H := {(z,y) € R* | > y} est ouvert dans R?. Soit M = (z,y)

un point de H. Alors © > y et r := (x — y)/2 > 0. Nous allons montrer que la
boule B(M,r) est contenue dans H . Soit (z',y’) € B(M,r). Alors,
|y’ — y| < r. Par conséquent :

' —x| <ret

x/>z7T:$T+y:y+r>y'.
On abien 2/ >y etdonc (2',y’) € H.
Le demi-plan H n’est pas fermé dans R? (et n’est donc pas compact). Par exemple, le
point O = (0,0) appartient au complémentaire de H mais pour tout » > 0, la boule
B(O, ) contient le point (r/2,0) qui appartient a H .
Le demi-plan H' := {(z,y) € R? | > y} n’est pas ouvert dans R?. Par exemple, il
contient le point O = (0,0) mais pour tout r > 0, la boule B(O,r) contient le point
(—r/2,0) qui n’appartienta H'.
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Le demi-plan H' est fermé dans R? puisque {(z,y) € R? | x < y}, son
complémentaire, est ouvert dans R?. En effet, comme précédemment, pour tout
M = (x,y) € R2\ H',ona x < y etsil’on choisit r := (y — x)/2, la boule
B(M,r) est contenue dans R? \ H'.

Le demi-plan H' n’est pas compact car il n’est pas borné. En effet, pour tout R > 0, le
point M = (2R, 0) appartienta H' et | M| = 2R > R.

Iv.7.2

1. Remarquons que la fonction f n’est définie que si  + y > 0, c’est-a-dire dans le
demi-plan ouvert {(z,y) € R? | y > f:r}. Quand (z,y) — (0,0), x +y — 0, donc
In(z 4+ y) = —o0. De plus, /22 + y2 — 0. Par conséquent :

lim T,y) = —00.
(Iyy)%(O-,O)f( v)

La fonction f n’admet pas de limite finie quand (z,y) — (0,0).
Notons que la fonction g est définie dans R? \ {(0,0)}. Quand (z,y) — (0,0) :
|| + |y = 0 et In(z? +y?) = —oc.

Nous somme donc en présence d’une forme indéterminée. Cependant, nous pouvons ob-
server que si |y| < 1,ona y* < y? etdonc :

In(2? + y*) < In(2® + ¢*) = 21In||(z, )|
De plus :
2| + lyl < 2[|(z, y)]

Par conséquent :

lg(z, v)| <4 (z, )] - In||(z,y)|
[ @w)][0

ey S0y TPV =0

La fonction h est définie dans R? \ {(0,0)}. Quand (z,y) — (0,0), 22 — y*> — 0 et

22 4+ y? — 0. Nous sommes donc en présence d’une forme indéterminée. Notons que
h(z,0) =1 et h(0,y)=—1.

Comme :

nous pouvons dire que la fonction h n’admet pas de limite quand (z,y) tend vers (0,0).

IV.7.3 La fonction f est continue comme produit et composée de fonctions continues sur R2.
Cependant :

— .30 _
f(0,y) ye' 5o T

La fonction f ne tend donc pas vers 0 quand || (z,9) || — 4-00. Elle n’est pas non plus bornée.

Nous proposons d’étudier a la place la fonction f : R> — R définie par :

fla,y) = (2% = y*)e”H.
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Cette fonction est continue comme produit et composée de fonctions continues sur R?. De plus,
des que ||(z,y)|| > 1.ona 2? < H(z,y)H2 < H(z,y)H3 et [y3| < H(z,y)H3 On peut alors
écrire : ,

] <2 @y’ el

|| @.w)||>+oc

(c’est I’exponentielle qui I’emporte).
Comme f(x,y) — 0 quand H(z,y)H — +00, il existe R > 0 tel que si ||(x,y)|| > R, alors
|f(z,y)| < e”'. Notons que f(1,0) = ¢! > 0 et f(0,1) = —e~* < 0. En particulier
R > 1. La fonction f est continue sur le disque fermé de centre (0,0) et de rayon R, qui
est compact. Elle y est donc bornée et y atteint ses bornes. On peut donc trouver (zg,yo) et
(z1,1) tels que pour tout (z,y) € R? avec ||(z,y)|| < R,ona:

f(@o,y0) < f(z,y) < f(@1,51).
Ceci est vrai en particulier pour (z,y) = (1,0) et (z,y) = (0,1). On adonc :
flxo,yo) < —e7F < e < flan,y).
Par conséquent, pour tout (z,y) € R? avec ||(z,y)|| > R, on a également :
f(@o,y0) < f(@,y) < f(@1,51).

Cet encadrement est donc vrai pour tout (z,y) € R?, ce qui montre que f est bornée et atteint
ses bornes dans R?.

IV.7.4 1. Lafonction f est définie, continue, différentiable sur R? comme somme produit et
composée de fonctions différentiables sur R?. De plus :

%(m, y) = e®sin(2? 4+ y) + 2ze” cos(z? + y)
et
0
8_£($, y) = e cos(a? +y).

2. Lafonction g est définie, continue et différentiable sur 1’ouvert :
{(z,y) € R? | z+y® >0}

(c’est la région située a droite de la parabole d’équation z = 32). On a :

dg (1) y? xy?

(z,y) = _

oz Y Vr+y? 2@ +y?)3?
et

dg 2zy xy’

a—y(z,y) =t Gr e

3. Lafonction h est définie, continue et différentiable sur R?. On a :

%(x, y) = 2z cos(x? — y) + 2ysin(zy) cos(zy)

et
Oh

a—(z, y) = — cos(z® — y) + 2z sin(xy) cos(zy).
Y
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IV.7.5 Lafonction f est définie sur R?\ {(0,0)}. Elle y est différentiable car chacune de ses coor-
données est la somme, le produit ol la composée de fonctions différentiables sur R?\ {(0,0)}.
De plus,ona:

2xy x2
of _ | e*sin(y) of _ | e*cos(y)
%(Ly) = 27 et a_y(z’y) = 2y
ZEQ +y2 ZEQ +y2

IV.7.6 La fonction f est continue et différentiable sur R? comme produit de deux fonctions dif-
férentiables sur R? : la fonction = — (x | ) et la fonction identité. La différentielle de f est
donnée par :

Daf(h)=(z |2) -h+2x|h) .

IV.7.7 1. Lafonction f est définie sur R? \ {(0,0)}. Elle y est différentiable. En effet, c’est

la composée de la fonction (z,y) — || (z, y)H2 = 2 + 92 qui est différentiable sur R?

1
et de la fonction ¢ +— 5 In(t?) qui est dérivable sur ]0, +oco[. Notons que les dérivées

partielles :
of x of Y
_7 - t — -7
sont continues sur R?\ {(0,0)}. La fonction f y est donc continfiment différentiable et :
xhy + yha
D(m,y)f(hla h2) = W

2. Lafonction g est continue sur R? comme composée de fonctions continues. La fonction
g est différentiable en dehors de la droite d’équation x + y = 0. Elle n’est différentiable
en aucun point de cette droite. En effet, si (zo, —z¢) est un point de cette droite, alors :

t— g($0 +t,—zo+t)= |21f|

n’est pas dérivable en ¢ = 0. En d’autre termes, la fonction g n’est dérivable dans la
direction du vecteur (1, 1) en aucun point de la droite d’équation = + y = 0.

IV.7.8 L application f est continue, différentiable et méme continiiment différentiable sur R?. La
matrice jacobienne de f est la matrice dont les colonnes sont les dérivées partielles de f par
rapporta x eta y :

2z + 3y? 6xy
ye” e’ > ’

S f = <

IV.7.9 Lapplication f est continue et différentiable sur R?. Les dérivées partielles :

o= (i) a Lew-( i)
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sont continues sur R?. L’application f est donc continiiment différentiable sur R? et sa diffé-
rentielle est donnée par :

Dot o) = (L) o ) (e ) = (e ).

IV.7.10 Lafonction f est continue et continiment différentiable sur R? \ {(0,0)} comme somme
et produit de fonctions continliment différentiables. Nous allons étudier la continuité et la dif-
férentiabilité en (0,0).

Notons que si y = 0,0ona f(z,y) = 0.Deplus,si y # 0, 22 + y? > y? et:
3

F(ay)| < ‘“”yi = |yl

Dans les deux cas, on a :

x, <z — 0= f(0,0).
| f(z,y)| eyl | ~=30,, 0= 10,0

Donc f est continue en (0, 0).

Cette majoration montre également que lorsque b — (0,0), f(h) = o(||h||). Donc f est
différentiable en (0,0) et la différentielle est 1’application nulle.

Pour déterminer si f est continfiment différentiable, nous devons déterminer si les dérivées

partielles de f sont des fonctions continues. Comme la différentielle de f en (0,0) est I’ap-
plication nulle, on a :

af af
—(0,0)=0 et —(0,0)=0.
Lo.0=0 « Lo
De plus, pour (z,y) € R?\ {(0,0)},0na:
OF (o) = y» Aty (Y - 3aY)
or Y= x4+ y2 ($4+y2)2 - ($4+y2)2
et
g(z )= 3y°x B 2eyt yPa(3zt +y?)
R T e R O R
Si |y| < 22 avec = > 0, on utilise z* + y? > z* et1’on obtient :
of 2 ’5f ’
—(x, <4z et |=—(x, <dx — 0.
‘896( y)‘ (x.y)—(0,0) 8y( v) (x.y)—(0,0)

Si 22 < |y| avec y # 0, on utilise z* + 32 > y? et ’on obtient :

of ‘ of ‘

—(x, <4 — 0 et |=(x, < 44/ — 0.

oy (") S (z.y)—(0,0) ay( v) i (2.4)—(0,0)

Par conséquent, les dérivées partielles de f sont continues sur R? et f est continfiment diffé-
rentiable.

IV.7.11 1l s’agit d’une application de I’inégalité des accroissements finis. Remarquons d’abord
que f est continiment différentiable est que la différentielle est identiquement nulle. Pour tout
c € R", onadonc:

1D£]| = o.
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Soient a et b deux points de R™. Alors :

| £(6) — f(a)|| < sup |[Def]-[b—al =0.
c€la,b]

Par conséquent, pour tous points a et b de R™, ona f(b) = f(a). L’application f est donc
constante.

IV.7.12 1l s’agit d’étudier la fonction f définie par :

f(z,y) = arctan(z) + arctan(y) — arctan f Ty,
1y

Lafonction f est définie, continue et différentiable en dehors de 1I’hyperbole d’équation zy = 1
comme somme, produit et composée de fonction différentiables. De plus :

g(x ) = L 1 l-zytyl@+ty)
R (R
_ 1 (1 — xy)? 1442
1+a22 1—-2zy+22y?>+a2+2xy+y? (1—axy)?
=0
et
of
9 (2,y) =0
oy 1Y)

en échangeant le role de x et de y. En reprenant les arguments de I’exercice précédent, on
voit que f est constante sur chacune des trois régions délimitées par I’hyperbole d’équation
zy =1.

Dans la région centrale, f est constante égale & f(0,0) = 0. Dans larégionou y > 1/x > 0,
la fonction est constante égale a :

=55 ()=

Dans la région olt y < 1/x < 0, la fonction est constante égale a :

IV.7.13 1l nous faut supposer que f : R2 — R est une application différentiable, sinon, on ne peut
pas parler de la différentielle de f en x. M&me dans le cas o f n’est pas différentiable, on
peut écrire le développement suivant lorsque ¢t € R tend vers O :

fle+tx)=f(1+t)x) = (1 +t)"f(z) = f(z) + ktf(x) +te(t) avec e(t) — 0.

t—0

Cela montre que pour tout z € R?\ {(0,0)}, I’application f admet une dérivée suivant le
vecteur x égale d kf(x). Si f est différentiable en x, cela s’écrit :

D f(z) = kf(z).
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IV.7.14 1. Enidentifiant M5(R) a R*, on peut écrire :
a a
off by 20|,
da | ¢ | 7 | c | 7
d d
a a
orf b —b et orf b a
oc| ¢ | od| ¢ | 7
d d
2. Les dérivées partielles de f existent et sont continues sur R*. La fonction f est donc
continiiment différentiable.
3. La matrice de I’application différentielle de f en I est la matrice jacobienne de f :
J, f = ( 1 0 0 1 ) .
On voit donc que :
a a
b b
Dof| . |=(100 1) | " |=a+d
d d
Par conséquent, I’image de la matrice ( (Cl Z ) par la différentielle de f en I estle
nombre a + d.
IV.7.15 1. Le déterminant de M est une fonction polynomiale des coefficients de M . C’est

donc une application différentiable (comme somme et produit de fonctions différen-
tiables).
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Les coefficients de la matrice I3 + hM dépendent de maniere affine de h. Comme
le déterminant de la matrice Is + hM est une fonction polynomiale des coefficients
de Is + hM, on voit que P est un polyndme. D’ailleurs :

det(I3 +hM) = —h3det(—h ™13 — M) = —h3xar(—1/h)

avec x s le polyndme caractéristique de la matrice M . Or, x s est un polyndome de de-
gré 3, le coefficientde X? est 1, le coefficient de X2 est égala —tr(M) et le coefficient
constant est égal & — det(M) :

(X)) = X3 —tr(M)X? + aX — det(M) avec «€R.

Par conséquent :

det(Is + hM) = —h3 (—i _uM) e det(M))

On a donc

det(Is + hM) =1+ tr(M)h + he(h) avec e(h) " 0.
—

Cela montre que :

h—0 h
h#£0

= tr(M).

La différentielle de f en I3 est donc I’application tr.

Iv.7.16

1. Lapplication f : z — |z| peut également s’ écrire

fx+iy) = P(x,y) +iQ(x,y) avec P(r,y) =a?+y? et Qz,y) =0,
Les applications P et () sont différentiables en dehors de (0, 0) et la matrice jacobienne

de I'application (P, Q) est :

Y

x
J= \/xQ +y2 \/zQ +y2
0 0

Les conditions de Cauchy ne sont vérifiées que lorsque :

< Y
/IL'2 + yQ /IL'2 + yQ
c’est-a-dire si, et seulement si, x = y = 0. L’application f n’est donc holomorphe sur
aucun ouvertde C.

0 et -0,

Les fonctions z — z+1 et z + 22 +2 sont holomorphes sur C. La fonction z + 2242
s’annule si, et seulement si, 2 = +iv/2. Par conséquent, la fonction g est holomorphe
sur C\ {iv/2, —iv/2}.

La fonction z — Arg(z) est définie sur C\ ]—o0, 0] et prend ses valeurs dans I’intervalle

]-7,w[.Ona:
Y

Pt VTR

Arg(x + iy) = 2 arctan
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L’ application h : z +— In|z| + i Arg(z) est donc définie sur C \ ]—o0, 0]. Elle peut
également s’écrire f(x +iy) = P(x,y) +iQ(z,y) avec:

Y

1
P(xz,y) = 3 In(z? +9?) et Qz,y) = 2arctanﬁ-
T 2 +y

Les applications P et @ sont différentiables sur R?\ {(x, Y) ‘ y=0etx < 0} . Notons

que :
oP 1 2z oP 1 2y
o (V) 7 e oy (z,y) 21
De plus :
aQ( =2 1 ( 1+z/y/22 + 92
-5 ZT,Y)= 7Y
Oz L+y2/(x+ Va2 +y?)? (z+ /2% + y?)?
_ 1 . —y(@+va* +y?)
$2+y2+x /x2+y2 /$2+y2
-y aP( )
=7 __Z
et
3Q( ) =2 1 T+ 22 +y? —y? 22 + 2
- X, Y) = :
Ay 1492 /(x4 /22 +y?)? (x + /2% + y?)?

1 z(x + 22+ y?)
2t ra/RryE JE g
x oP
W = %(%?J)-

Les conditions de Cauchy sont vérifiées sur R? \ {(z,y) | y = 0eta < 0}. La fonction
h est donc holomorphe sur C \ |—o0, 0].

IV.7.17 Bien entendu, il faut supposer que (a, b) # (0, 0) sinon la matrice n’est pas inversible. Les

b
(de rapport non nul) est une similitude (de rapport inverse). Plus précisément, on a :

(Z ab)(;):<gz+sz) et (a+ib)(x +iy) = (ax — by) + i(bx + ay).

. a —b . C . s N
matrices de la forme ( ) sont les matrices de similitudes. L’ inverse d’une similitude

Or:
1 a—1b

a—l—ib: a2+ b2

a

7a2+b2 et b =

=a 4+ avec d =

.. . a b . a b
L’inverse de la matrice est la matrice , , .
b a b a

IV.7.18 On recherche sous quelles conditions :

d d n
. o _ El(n —k)!
n k.n—k k, n—k k.
flz,y) = E,O bp(x +iy)" = io ,;_0 b, Cri" " aly avec C) := TR
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Le polynome :

d n
f(ZE, y) = Z Z an,kxkyn_k

n=0 k=0
est un polyndme en z := x + ¢y si, et seulement si :
1 kl(n—k)!
T T

ne dépend pas de k, donc si, et seulement si, pour tout n € [1,d] ettout k € [0,n—1],ona:
n—=k
Zk—Ha
Par ailleurs, si f(z,y) = P(z,y) + iQ(z,y) avec P et @ des polyndmes a coefficients réels,
les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées si, et seulement si :

oP  0Q opr oQ

2z oy By T o

Qn k4+1 = — n,k-

donc si, et seulement si :
of ok 0@ _0Q oP __0f
dr Oz or Oy oy Oy

Par conséquent, le polynome :

d n
f(ZE, y) = Z Z an,kxkyn_k

n=0 k=0

vérifie les conditions de Cauchy-Riemann si, et seulement si :

d n d n—1
E g kanykxkflynfk = — g g (n— k)anykzkynfkfl
n=0 k=1 n=0 k=0

donc si, et seulement si, pour tout n € [1,d] ettout k € [0,n — 1], ona:
n—=k
i

kE+1

Pour déterminer les conditions sous lesquelles f(x,y) est un polyndme en z := x — iy, il suffit
d’échanger le role de ¢ et de —7. Le polyndme :

d n
f(ZE, y) = Z Z an,kxkyn_k

n=0 k=0

Qn,k+1 = — Qn, k-

estun polyndme en z := x + iy si, et seulement si, pour tout n. € [1,d] ettout k € [0,n— 1],
ona:

n—k
kE+1

Qn,k+1 = 1 Qn,k,

donc si, et seulement si :
oP 0Q JOf Of oQ .OP
— ti— === ——+ 11—,
Ox or O dy oy dy
donc si, et seulement si :

oP _ 9Q . 9P _0Q

ox oy ° 9y  ox
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Module IV.8 : Approximation

IV.8.1 Oncalcule f/(t) = 25 et f"(t) 20-1)

1+i2 = a+e)2’
On a, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre 1 :
1 2
2(1 —t2)
1) = f(0 (0 ———(1—¢t)dt
)= 10+ 50+ [ Fa -,
1 2
(1—-1t%) f(0) In2
donc: [ = ——S(1—-t)dt="—=—-
one /0 TEREEA 2 2

IV.8.2 1. Onaévidemment0 < g,,.Ona ¢/, (t) = —n(1—t)" el +(1-t)"e! = —(1—t)"Llel(n—1+t).
La fonction est donc décroissante sur [0,1].On a g,,(0) = 1, donc g, < 1.

2. Laformule de Taylor avec reste intégral pour la fonction exponentielle s’écrit :

1 1/t o
ezl—i—zﬁﬁ-m/o(l—t)edt,
k=1

d’ou I’encadrement cherché en utilisant 1.

Iv.8.3 1. a) On adeux formules de Taylor-Lagrange au point c, respectivement entre ¢ et a
etentre cet b :

fl@) = feta—e) = &)+ (a—)f () + E L)
F6) = e+ b—e) = £+ -7 @)+ LT (en)
avec ¢y, ¢z €]a, b[. On en déduit par combinaison linéaire :
P(e) ~ f(e) = 1< fa) + T2 (8) ~ (0
_b—c(a—c)2 " c—a((b-c)?,,
“hoa 3 Lty S

B (c—a)2(b—c) (z_;‘f//(cl) + Z;Zf”(@)) )

Ona =2 >0, £=¢ > O et £=2 4+ =2 = 1,donc v := £2f"(c1) + =2 /" (c2)
appartient au segment d’extrémités f”(cq) et f”(c2). La fonction f” est continue,
donc d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe d appartenant au seg-
ment d’extrémités ¢; et ¢z (et donc appartenant a |a, b[) tel que f”(d) = . Ainsi

on a (36), puis (37). On en déduit immédiatement (38), puis :

c—a)lb—c
70~ P < E== |7,
z€[a,b]
g . (c—a)b—c) _1
- < = :
On vérifie, par ailleurs que 2(b —a)? <3 donc
c—a)lb—c b—a)?
( )2( ) sup ’f/I(ZE)’ < ( 8 ) sup ‘f/I(ZE)’
z€a,b] z€[a,b]
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b) Soit ¢ : ¢t € [0,1] — ¢(t) := (1 —t)a +tb € [a,b]. Cette application est bijective
et,sic€la,b], t=¢p"1(c)=ELet 1 —t ==
Notons ¢:= (1 —t)a+¢b.Si f/ > 0,0na:

(1 =1t)f(a) +tf(b) — f (1 —t)a+1tb) = P(c) — f(c) = 0,
donc f est convexe.
Si f”<0,ona:

(1 —=t)f(a) +tf(b) = f((1 —t)a+1tb) <O,

donc f est concave.

Inversement, notons A := inf f”(x) et considérons les fonctions :
z€la,b]

A
h:x €la,b] = h(z) :=(x—a)b—2) et g ::f+§h.
Ona h” = —2,donc ¢" = f”" — XA > 0 et g est convexe.
L’inégalité de convexité pour g s’écrit :

(b—a)?
2

et I’on retrouve ’'une des inégalités (38). On retrouve 1’autre en considérant — f .

(I=t)f(a)+tf(d) — f((1 —t)a+tb) — At(1 —¢)

>0

2. Lafonction K; est évidemment continue et positive.

1

t(1—t

On calcule facilement / Ki(s)ds = %
0

Rappelons que le reste dans la formule de Taylor avec reste intégral au point ¢ € [a, b]
1
peut s’écrire (cf. (3) page 850) : (z — 0)2/ (1—38)f"(c+s(z—c))ds.
0

Soit ¢ € [a,b]. On note, comme plus haut, ¢t := =2 et 'ona ¢ = (1 — t)a + tb,
c—a=tlb—a)etb—c=(1—-t)(b—a).
On réécrit les deux formules de Taylor en ¢ de la solution de la question 1 en remplacant

les restes de Lagrange par des restes intégraux et I’on utilise (a — ¢)? = t2(b — a)? et
(b—¢)?> = (1 —1)?(b— a)*. On obtient :

fla) = fle) +t(a—b)f'(c) + (b~ a)2/0 (1—=s)f" (1 =t)a+1tb+ st(a—b))ds,
f) =fle)+ (1 =t)(b—a)f'(c)
+ (1 —t)*(b— a)2/0 (1—8)f" (1 —=t)a+thb+s(1—t)(b—a))ds.

Si t # 0, on a, en utilisant le changement de variable o := ¢(1—s), puis en remplagant o
par s :

t /0 (1—s)f”((l—s)((l—t)a—i—tb)—l—sa)ds:/o sf”((1 — s)a+ sb))ds,

Cette formule reste vraie pour ¢ = 0.

Si t # 1, on a, en utilisant le changement de variable 7 := (1 — ¢)(1 — s), puis en
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remplagant 7 par s :
(1—1)2 /1(1 —s)f" (1 —=t)a+tb+s(1—t)(b—a))ds
0
1—t
_ /0 sf" (1 — $)b+ sa) ds

= /t (1—35)f"((1 - s)a+ sb)ds.

Cette formule reste vraie pour ¢t = 1.
Par combinaison linéaire on obtient :

(1- t)/ sf” (1 —s)a+ sb))ds th/t (1—35)f"((1—s)a+ sb)ds

/ £ (1 = s)a + sb) Kq(s) ds.

On obtient ensuite (39) en calculant (1 —¢) f(a) + tf(b).
t(1—1)
T
4. — Si« et S sontles valeurs données par la table respectivement pour f(a) et f(b) et
si t est décimal, on peut calculer exactement le nombre décimal «y := ta+ (1 —1¢)8.
Onal|y— (tf(a)+ (1 —¢t)f(b))] <t10~™ + (1 —¢)10~™ = 10~™. Pour obte-
nir I’erreur totale dans le calcul de f(c), il faut donc ajouter 10~™ a Ierreur de
méthode.
- Si f(z) = logjpz = Inz/In10. On a 0,43 < 1/In10 < 0,44. Supposons
a € [10%,10* et b:=a+ 1.Onaalors |f"(z)| < 522 < 0,44.107¢ et I'er-
reur de méthode est majorée par 6.10~% < 107 Elle est donc négligeable devant
I’erreur due 2 la table et a I’arrondi qui est de I’ordre de 107°.

On retrouve les inégalités (38) en utilisant K; > 0 et / Ki(s)ds =
0

— Onnote sin(x) := sin ({Z5x) . La table donne :

180% z).
sin(40) =~ 0,64278761 et sin(41) = 0,65605903.
Par interpolation linéaire on obtient :

sin(40,25) ~ 0,75 x 0,64278761 4 0,25 x 0,65605903 = 0,64610546.

On a sin”(z) = — (1;%0)2 sin(x). L’erreur de méthode est donc majorée par
3,808 x 10~ et I’erreur totale par 3,809 x 107°.
En fait sin(40,25) ~ 0,64612398 et I’erreur est donc voisine de 1,9.107°.

IV.8.4 1. Ona:
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d’ou :

r z ’ r—t)t  x(x—1t)3
g(x) - 39 (2) =%9’(0)+/0 g®(t) (( 24” _ 18” )dt.

2. Soit € ]0,1]. Posons h, : t €]0,x[— h,(t) := % - Mml—;t)g'. Cette fonction est

continue. Montrons qu’elle est strictement négative sur |0, z[. On a:

ha(t) = (z—t)° (x—_t—f) :—(x_t)3(3t+$)<0.

6 4 3 72
v (z—t)° 2xz-t)1" /1 1 x®
aenons /0 (®) [ o 2 |, "\ 180
D’apres les exercices 2 et 3 (premiére formule de la moyenne), il existe d, € |0, z| tel
que :
x T .175
/ g% (O)ha(t) dt = g (dy) / ha(t) dt = — o= 9 (da)
0 0

On en déduit :

2x T b
9(2) = 5¢'(0) + 3¢'(@) = 1559 (da),

puis (40) en faisant x := 1 et en notant d; = d.

IV.8.5 En écrivant :

z+1 14z AN 2 —x x — a2 z 222\ "
S (1f—) et S -2
T =2 2 2 202 —x +5 5 55
on trouve respectivement 1 _3z_ 3% 347 +o(a?) et $+4$2 +o(2?)
uv ivi - - - 4oz - = o(z?).
P 5 1 8 16 5 25

IV.8.6 Ona f(x) := sinhasinz ~ 2%, donc f(z) = 2% + o(2?). Comme f est paire et de
classe C*°, elle admet un développement limité a tout ordre, ce développement ne comportant
que des termes de degré pair. Donc f(x) = 22 + o(x?).

Comme (1 —z%)~! = 1 +o(2?), le développement limité a ’ordre 3 de g(x) := WM

est le méme que celui de (1 + x)~ 1, soit g(z) = 1 — 2z + 22 — 23 + o(a?).

Puisque sinz ~ x et In(l + ) ~ z, il suffit d’utiliser des développements limités

a l'ordre 2 de ces deux fonctions pour obtenir un développement limit¢ a ’ordre 3 de

leur produit. Comme sinz = x + o(z?) et In(1 + ) = x — 22/2 + o(2?), on ob-
3

tient (sinz)In(1 + z) = 22 — % +o(x?).

IV.8.7 On trouve respectivement —1 + o(z?) et —4(z + 1) + 6(z + 1)? — 4(x + 1) + o(x?).

1 2 3t
IV.8.8 Ontrouve f'(r) = ——— =1 — —— + —— + o(x*), d’oi le développement :
V1422 2 8
3 3ad 5 3 3ad 5
f(x)—f(0)+$7g+m+o(x) xngrEﬁLO(x)
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2 3
IV.8.9 On trouve respectivement 1 — g + % — % + o(x3) et, en changeant x en x — 2,
1 2 3
5 1 z2—2 (z-2) (x —2)
2 3
-2 - _ — —2)°.
s 1re2 3 4 T3 T

2

2

IV.8.10 On trouve In (1 + E) =2_ ;—2 + o(2?) et, en changeant 2 en = — ¢ :
e e e

x_e)zl—l—x_e—w—i—o(az—e)Q.

nz=14+1 (1
nx + In + p 202

e

IV.8.11 Voici les limites demandées :
1. 0, car le numérateur est équivalent 3 —2°/6 ;
2. 3/4, car le numérateur et le dénominateur sont respectivement équivalents a —a°/2
et —22%/3;

3. 1/3, comme on le voit en écrivant, pour x > 0 et y := 1/x :

€/x3+x2+7:x€/1+y+7y3:z<1+g+o(y));

3
4. —1/2, comme on le voit en écrivant, pour y :=  — g :
94
YT+ 2cosz = &/T— 2siny=1-— SzlyﬁLo(siny):lfgﬁLo(y).

3 32?
IV.8.12 On trouve respectivement — % + o(2?) et 1 + % + o(z?). Rechercher les dérivées

successives serait tres maladroit ; il vaut mieux chercher des développements du numérateur et
du dénominateur a I’ordre 4 = 2 + 2 pour la premiére et 5 = 2 4 3 pour la deuxieme pour

tenir compte des simplifications respectivement par 22 et 23.

IV.8.13 1. On trouve aussitdt

22 4 A
:1—— —_—

COS T 5 +24—|—0(1:)
2?2zt

he=1+2 4+ 2 4

cosha =1+ - +24+0(x ),

2
d’ou le développement cherché f(z) =1+ Ty 4 o(x?).

2 24
sinh(y/7) sin(y/—x)
2\/x 2\/—x
quantités ont méme limite, 1/2, lorsque = tend vers 0 ; or la lecture du développement
limité ci-dessus montre qu’en 0 la fonction f admet bien une dérivée premiere égale
a 1/2, d’o le résultat.

2. Ontrouve f'(x) = pour z < 0. Ces deux

pour z > 0 et f'(x) =
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IV.8.14 Les développements :
f(x+2h) = f(x) +2hf'(x) + 207 f"(z) + o(h?),
9h?

—f"(@) + o(h?)

f(x+3h) = f(z) + 3hf(z) + 5

montrent que le numérateur peut s’écrire 3h2f”(z) + o(h?) ; la limite cherchée existe donc
bien et vaut f”(z).

IV.8.15 Dans tout ce qui suit, on posera h := 1/x pour x # 0.
1. On a aussitdt :
flx)  2—Th— 9h?
T 1—-2h
d’oules valeurs a = 2, b = —3 et ¢ = —15 < 0 : la droite d’équation y = 2z — 3 est

donc asymptote au graphe de f, a la fois aux voisinages de —oco et 400 ; le graphe est
respectivement au-dessus et au-dessous de son asymptote.

=2 —3h — 15h* + o(h?)

2. De la méme fagon, pour x < 0 ona:
h  3h?
T8y w2t o)
T

d’ot I’asymptote d’équation y = 1/4 pour = < 0 (avec position au-dessus de 1I’asymp-
tote au voisinage de —o0), alors que, pour x > O ona:

h h?
M)y yinmi=e - D o)

32
d’ou I'asymptote d’équation y = 22 — 1/4 pour = > 0 (avec position au-dessous de
I’asymptote au voisinage de +00).
3. De la méme facon, on a aussitot :

f=)

1 2h?
= —arctan (h —h*>+h* +o(h®)) =1—h+ 5 +o(h?)
T

1+—h)h

d’ou I’asymptote d’équation y = = — 1, le graphe étant au-dessus de 1’asymptote aussi
bien au voisinage de —oo que de +oo.

1acta<
= — arctan
h

IV.8.16 Dans les indications permettant de répondre aux questions posées, u est une variable ten-
dant vers 0.

On trouve les équivalents suivants :
1 N
I. (@ up,~ — (penser a e* — 1 ~ u).
n

(b) v, ~ e!® (remplacer 5/n par 15/3n).
(¢) wy ~ 1 (prendre le logarithme).
(d) 2, ~ —Inn (remplacer 1/n par e~ 27),

2. (@) wu, ~n (pensera sinu ~ u).
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1
b) Uy ~ 3 (pensera 1 — cosu ~ u?/2).
n2
©) Uy~ -5 (penser a sinh u ~ ).
(d) wu, ~ 1 (pensera tanu ~ arctanu ~ u).
2

3. wu, ~ ——= (penser a arctanu ~ sinhu ~ u).

T3

4, uy ~ 4 (pensera cosu — 1 ~ —u?/2).

1
5. Up~ 21 (développer exp u a I’ordre 4).

IV.8.17 En utilisant la question 1 de I’exercice IV.8.0 de la page 895, on montre que les parties
régulieres des développements limités a I’ordre 5 a I’origine des deux fonctions sont nulles.
Les deux fonctions étant impaires, on calcule les développements limités a I’ordre 7. On trouve
sinh (sin(¢)) —sin (sinh(t)) = 5" +0(t") et tanh (tan(t)) —tan (tanh(t)) = — Zt"+o(t7).

Par suite sinh o sin — sin o sinh ~ %ﬂ et tanh o tan — tan o tanh ~ —4—25t7.

IV.8.18 1. a) Onmontreque A,(iz) = iA,(x) et Cp(iz) = Cp(x) en utilisant la table V.8.2
de la page 867.
b) On a, en considérant les polyndmes de R[X] comme des polyndmes de C[Z],

Ay(2) = Qp(2)Cp(z) + 2P118,(2), pour tout z € C, donc, en particulier, pour
tout x € R :
Ap(iz) = Qp(iz)ép(iz) + ierlszrlgp(iz)
et, en utilisant a) : i 4,(z) = Q,(iz)Cy(x) + iPT1aPt1 S, (ix).
Ainsi :

Ay(z) = %Qp(m)cp(x) + iPaPTLS, (ix). (56)

Le polyndme Qp est impair, donc le polyndome %Qp(ix) est réel et le polyndme
PTG, (ix) est également réel puisque A,(z) I’est. Par suite (56) est I’égalité de
division suivant les puissances croissantes dans R[X] de A, par C},, al’ordre p et,
d’apres I’unicité dans la division, %Qp(w:) = Qp(x).
2. D’apres le théoreme 25 de la page 876, Qp est la partie réguliere du développement limité
de tanhz en 0 a’ordre p. D’apres (29),on a :

N (s - 162 2 B - \2k—1
Qpliz) = ];—1)“ 22 = 1)y (i)

En utilisant Q,(z) = %Qp(zx) , on en déduit :

N o2kook 1y BEano1
QP(‘T) - ;22 (22 1) (2k)'x2 !
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IV8.19 1. Ona,pour z + h,z — h € [a,b], deux développements limités de Taylor-Young :

h? h3
fl@+h) = f(z) +hf'(z) + 5 f"(@) + 5 " (@) + o(h?),
h? h3
fla=h) = (@) = hf'@) + 5 f'() = = (@) + o)
d’ou f(z+h)— f(x —h) =2h f'(x) + %3 " (x) + o(h?), puis :
/ 1 h’2 n 2
1'(@) = 55 (Fl@+h) = (o = h) = =% (@) + o(h?).
En faisant = := x,,, on obtient :
/ 1 h2 " 2
fi(zp) - % (f(@py1) = flwp-1)) = ry " (xp) +o(h?),

c’est-a-dire :
_ i . _ 7h_2 " 2
YT o (Up+1 — Uup—1) = 6 [ (@p) + o(h7).
Pour montrer que 1’on peut remplacer le second membre de 1’égalité ci-dessus :
7%2 I (zp) + o(h?) par un terme de la forme — %2 f"(w), on peut considérer la fonc-
tion auxiliaire ¢ définie, sur [0, h], par :

t3
o(t) =2t f'(xp) — flxp +8) + fzp—t) + A 3
ol la constante A est choisie de fagon a vérifier I’égalité p(h) = 0.

Calculons les trois premieres dérivées de ¢ :
P'(t) =2 f'(wp) = f'(xp +1) = f'(ap — 1) + A2,
O (t) = f(xp —t) — [ (zp + 1) + 2\,
O (t) =2X = (f"(zp — t) + [ (zp + ).

La fonction ¢ et ses deux premieres dérivées sont continues sur [0, 4] et s’annulent pour
t := 0. La troisiéme dérivée est continue sur [0, h].

Par trois applications successives du théoreme de Rolle, il existe un ¢ € 0, h[ tel que
¢’ (¢) =0, puisun d € ]0,c[ C ]0, h[ tel que ¢”(d) =0, etenfinun k € ]0,d[ C |0, A|
tel que ¢’ (k) =0.D’ou:

)\ — (f”l(l'p _ k) + f/I/(:rp + k)) — fI/I(W),

N | —

ol I’existence de w € [z, — k,zp + k] C ]z, — h, 2, + h[ Cla, b résulte du théoréme
des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue f”.

Finalement, on déduit de 1’égalité w(h) =0 :

1 o(h) R B2
T - L Ly %)

ce qui conduit a la relation annoncée.
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2. La valeur approchée v, présentée ici peut étre vue comme la pente de la droite
Ap_1Ap+1, ou encore la demi-somme des pentes de A, 1A, et ApApi1.

3. Ona,pour z,z + h,z + 2h € [a, b], deux développements limités de Taylor-Young :

h? h3

Ja+h) = @) = h /(@) + 5 1)+ @) + o),

3
Fla+2h) — fz) = 20 f'(x) + 2025 () +

(@) + o)

d’ou, en utilisant :
4(f(x+h) = f(z)) = (fx+2h) = f(z)) = =3f(2) +4f(x + h) — f(z + 2h),
3
“BF(2) A7+ B) — Fx+20) = 20 (&) — 2 () + ol1?),

puis :

F1(@) — g (= 3F() + 45+ h) — fa -+ 2R)) = o [ (2) + o(h?).

en faisant x := 0, on obtient :

2

F10) — 5 (= B7(0) + 47(h) — f(2m)) = = 7(0) + o(4?).

Pour montrer que I’on peut remplacer f”/(x) par un terme de la forme f”/(6), on peut
considérer la fonction auxiliaire ¢ définie, sur [0, h], par :
3

D(0) = 20 1'(0) + 3£(0) — 47(0) + £(20) — 20—

ol la constante p est choisie de fagon a vérifier ’égalité ¢ (h) = 0. Calculons les deux
premieres dérivées de 1) :

P'(t) =2 f1(0) — 4f'(t) + 2f"(2t) — 2ut?,
O (t) = —4f"(t) + 4f" (2t) — 4pt.

La fonction 1 et ses deux premieres dérivées sont continues sur [0, k] et s’annulent pour
t := 0. Par deux applications du théoréme de Rolle, il existe un r € ]0, k[ tel que
' (r) =0, puisun s € ]0,7] C |0, [ tel que :

_112s) — 1(s)

S

W(s)=0, don u — 1"(6),

ol 'existence de 6 € s, 2s[ C ]0,2h[ Cla, b[ résulte du théoréme des accroissements
finis appliqué a la fonction f”'.
Finalement, de 1’égalité ¢)(h) = 0 on déduit :
1 w(h) h2 u h2
(= dup —up) = =2 4 gy = =
Vo 2h( 3U0+ U1l u2) oh +3f () 3

ce qui conduit a la relation annoncée.

£(0),

4. Considérons, pour o, 8 € R :

a(f(e+h) = f(2)=B(f(z+2h) - f(z)) = (B—a)f(x)+af(@+h)—-Bf(x+2h).
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En utilisant, comme plus haut, deux développements de Taylor-Young, on obtient :
h2
(8= a)f(z) +af(z+h) = Bf(x +2h) = h(a = 28) f'(x) + -(a = 45) [ (z)
h3
+ 5 (v —88) + o(h®).

Supposons « # 23. Si a # 43, on obtient :

F'0) = gy (8= @) @) + af e+ ) = B+ 20)
_ h(Oz 7 4ﬂ) "
—mf () 4 o(h).
Si a = 43 on améliore le résultat :
@) = gz (B = ) @)+ afw+ ) = Bf(a + 20)
— ) + o),

Le couple (v, 8) peut étre choisi a un coefficient de proportionnalité pres. Ainsi le choix
« =4, B :=1 fait plus haut, qui conduit aux coefficients —3, 4, —1, est celui qui donne
la meilleure approximation de f'(z).

5. La valeur approchée de vy présentée ici peut étre vue comme un barycentre : celui des
pentes des droites AgA; (avec le poids 3/2) et A; Ay (avec le poids —1/2).

6. Pour p := n, la méme méthode conduit aux relations :

h2

=)

Mh?
3

1
(7’&”,2 + 4’[1,”,1 - 3un)

- = <
2h

Un

On peut d’ailleurs se ramener au cas précédent en changeant x en a + b — x.

7. Supposons z,x + h € [a,b]. De la formule de Taylor-Lagrange :

2
Flo+h) = f(2) = h @) + 5 £,
ol v €la,b[, lon déduit : f'(z) — 3 (f(z+h)— f(x)) = —2f"(y). Par suite

|f/(@) — + (f(z +h) — f(x))| < 2M;, ot M, est un majorant de la dérivée seconde
de f sur [a, b]. L’ approximation est moins bonne que celles de (41) et (42). La conclusion
est la méme en remplacant h par —h et en comparant a (42) et (43).

IV.8.20 Ona, pour z,z + h,x — h € [a, b], deux développements limités de Taylor-Young :

_ ! h? " h? " ht (4) 5

fla+h) = () = hf'(@) + 5 (@) + T (@) + 57 7D (@) + O(h°),
/ h? " h? " h (4) 5
f@=h) = f@) = =h /(@) + 5 (@) = = (@) + 57 FD @)+ Oh),

6
d’ou, en ajoutant les deux égalités ci-dessus :
h4
fla+h) = 2f(z) + f(x = h) = B> f"(z) + 75 D (@) + O(h?),
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et, en choisissant z =z, (0 <p < n):
" 1 h?
[ (xp) — %) (f(@p41) = 2f(2p) + flp-1)) = _Ef(4)(xp) + O(hQ)-

1 2 <z . 2
Pour écrire le second membre de I’égalité ci-dessus sous la forme f% @ (p), avec

p € |zp—1,p+1[, on introduit la fonction auxiliaire :
t4
Xt x(t) = t2fﬂ($p) — flap+t) +2f(xp) — flap — 1)+ )\Ea

en choisissant A pour que x(h) = 0.
On calcule les 4 premieres dérivées de x :
X (t) =2t f"(xp) — f(xp + 1)+ f(xp —t) + Ag
X"(t) = 2f"(@p) = " (wp + 1) = f"(2p — 1) + A?
X)) = —fO(z, +1) + fD(x, —t) +2)t
X () = —fP(p +1) = fD @y — 1) + 2,

Les trois premieres fonctions s’annulent en ¢ = 0. Par quatre applications successives du théo-
réme de Rolle, on obtient v € |0, h[ tel que :

0=xw) == wy +v) = D@y —v)+2)

19 (@) 4D (p—v)
2

c’est-a-dire A = et, en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires

a la fonction continue f™ sur [z, — v,z, + V], on obtient p € [z, — v,x, + V] tel que
A= f*(p), donc:

h?, . M'R?
wp = 3 (Upt1 — 2up + Up—1)| = E‘f( )(p)‘ < o
IV.8.21 On pose:
c+hx
gz €01 = g(x) ::/ F(t)dt.
c—hzx

Cette fonction est impaire et de classe C°. Soit F' une primitive de f.
Ona g= F(c+ hx) — F(c — hz), donc :
g'(x) = h(F'(c+ hx) + F'(c — h)) = h (f(c+ ha) + f(c — ha))
et:
g9'(0) =2hf(c) et g'(1)=h(f(c+h)+ flc=h)).
Ona g®(z) = h° (fW(c+ ha) + f@(c — ha)).
La formule (40) de I’exercice IV.8.4 s’écrit ici :
1L fDetd) + P (c—d)
90 2

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires 2 la fonction continue ) sur I'intervalle
[c—d,c+d],onobtient £ € [c —d,c+d] C|c—h,c+ h[ tel que :

Adelo,1], g(1)= % (29'(0) + ¢'(1))

c+h h h5
| f@ydo = 3 (fle s b+ fle = 1)+ 45(0) = ~g5 1OO).

—h
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Alors :

h? h?
= %|f(4)(§)‘ < =M.

ct+h h
| f@de = 5 (e b+ fle= ) +4£(0) "

—h

IV.8.22 1. On applique la méthode des rectangles a la fonction f : x +— z —a.Ona f' ' =1 et
(b—a)®
2

b
I’on peut choisir M; =1.0na / (x —a)?dr = et ’on calcule :

Rn(f):b;az_:i(b*@ _(—an-1) (b-a® (b-a)?

n 2n 2 2n
1=0
b 2 2
b— My(b—
On en déduit / (2 — a)dz — Ro(f) = > 9 _ 1(2 V7. inégalité (30) est
a n n

donc optimale. Ainsi, dans la méthode des rectangles, I’ordre 1 ne peut pas étre amélioré.

2. On applique la méthode des rectangles médians a la fonction f : z + (v —a)?.On a

b 3
h—
f" =2 etl’on peut choisir M2 =2.On a / (x —a)*de = (b—a) et:

3

n

=225 (1) (i-3)

i=1

On calcule, en utilisant > i = w et > i%= w (¢f I'exercice IV.1.24) :
i=1 i=1

n

(1) <5 (e-e ) etbon s st

=1 i=1

Par suite :
b—a)?(4n® —1 b—a)? b—a)?
)= OG-0 (-
12n 3 12n

b—a)®  Myb—a)®
12n2 24n?
donc optimale. Ainsi, dans la méthode des rectangles médians, I’ordre 2 ne peut pas étre
amélioré.

b
On en déduit / (x —a)?de — A, (f) = ( - L’inégalité (32) est

3. On applique la méthode des trapezes a la fonction f :  — (z —a)?.Ona f” = 2 et

b 3
bh—
I’on peut choisir Ms = 2.0n a / (x — a)2 dr = 7( 3a) et I’on calcule :

Tn(f):b;ai(b;a)Q((i—lf—i-iQ) :b;ai(b;a>2(i2_i+%)_

i=1 i=1

On calcule :
Y Z‘Q,Z'Jrl _nn+1H)@2n+1) nm+l) n_n@e?-1)
i—1 2 6 2 2 6

Par suite :

7(13 TL27 7013 7013
T a0 el B U Ut
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b 3 3
b— Ms(b—
On en déduit / (z —a)’*dz — T,(f) = ( 5 Z) = 252 2a) - Linégalité (33) est
a n n

donc optimale. Ainsi, dans la méthode des trapezes, I’ordre 2 ne peut pas étre amélioré.

4. Supposons f de classe C? et convexe. Tout arc du graphe de f est en dessous de la

b
corde correspondante et 1’on en déduit la majoration / f(z)dz < T, (f). Par ailleurs

le graphe de f est au-dessus de ses tangentes et, en utilisant la remarque de la page 888,
b
I’on en déduit la minoration A, (f) < / flx)dx.

5. La méthode de Simpson est évidemment exacte pour un polyndme de degré 2 au plus.
Supposons que deg f = 3. Alors f(*) = 0 et ’on peut choisir M, = 0, donc I’inéga-
lit€ (32) est une égalité et I’on en déduit que la méthode est exacte pour f.

6. On traite d’abord le cas f := x4/4! .Ona my = 1. On prouve (45), ou le signe d’égalité,
est remplacé par celui d’égalité, en utilisant ® et ses dérivées.

Ona:
t 2
Gy = 2 [ £®3) _ £ _ — _ 242
2@ (1) = =3 (fP e+ - FPe—1) =3¢,
d’ou :
2 [t 2t3 2 [t 1
@”(t)z——/ u2du:f—,@’(t):——/ 32du=——t*
3 Jo 9 9 Jo 18
“ 1
et @(t):—i/ utdu = ——1°.
18 0 90

L inégalité (45) est vraie pour tout polyndme g de degré 3 (puisque ¢g‘* = 0), donc, par
linéarité, elle est vraie pour tout polyndme de la forme )\% +g,avec A € R quelconque.
Ainsi elle est vraie pour tout polyndme de degré au plus 4.
Soit f un polynome de degré au plus 4. On a:

b

R e e )

=1
ms (b—a\’ my(b—a)®
= 771/— e . A
90 2n 2880n4
b 5
My(b—
On en déduit : / flz)de = S, (f)| = % , ce qui prouve que I’inégalité (35)
a n

est optimale. Ainsi, dans la méthode de Simpson, I’ordre 4 ne peut pas étre amélioré.

© Dunod 2018



286 Tout-en-un pour la licence ¢ Niveau 1

Module V.1 : Statistique descriptive

\A NI 1. On trace le nuage de points sur la figure V.3.6 et on constate visuellement une certaine
corrélation positive entre la puissance x et la consommation y d’une voiture.

n

» [o2] o] o
*

N

consommation (litre / 100 km)

o

80 100 120 140
puissance (chevaux)

FIGURE V.3.6 — Ajustement linéaire de la consommation d’une voiture (en ordonnée y ) par
la puissance (en abscisse x).

2. Le coefficient de corrélation est R(z, y) ~ 0,858, ce qui montre qu’une droite de régres-
sion linéaire est d’assez bonne qualité.

3. On trace la droite de régression linéaire, qui a pour équation y = ax+b avec a ~ 0,0827
et b~ —145.

4. La prévision de consommation est § ~ 9,3 litres/ 100 km.

V.1.2 1. Ona(avec n =20):
() = (8,12,15,17,8,10,8,17,7,15,15,14,15, 15,20, 12, 19, 20, 15, 21) ,
(yi)ieq = (9,8,6,6,6,5,6,4,4,4,4,2,3,3,3,3,3,2,1,1)..
On trouve donc que
T =14,15, Var(x)=175275, gy=4,15, Var(y)=4,4275.
2. Ontrouve
Cov(z,y) = —5,2725, R(z,y) = —0,5985.
3. Ladroite de régression linéaire a pour équation y = ax+0b avec a >~ —0,30 et b ~ 8,41.

Evidemment a est négatif : plus une équipe encaisse de buts, moins elle a de chance de
gagner des parties. Le coefficient de corrélation est de valeur absolue |R(z,y)| ~ 0,60,
ce qui montre que la droite de régression linéaire est de qualité moyenne (voir la fi-
gure V.3.7a de la page ci-contre).

4. On recommence avec comme variable explicative la « différence de buts » (colonne
«Diff » du tableau) au lieu du « nombre de buts encaissés » :

(‘T;)nzl = (267 16) 127 4) 17 3) 07 _17 17 _45 _27 2; _27 _65 _67 _65 _67 _75 _97 _16) )
(yi)iqy = (9,8,6,6,6,5,6,4,4,4,4,2,3,3,3,3,3,2,1,1).
On trouve donc que

=0, Var(2/)=831, =415, Var(y)=44275,
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10 10
*

8 * 8
(%] [%2]
3 3
S 6 S 6
(o)} (o]
[ ©
o (o]
34 34
d 2 g 2

* *
0 0
5 10 15 20 25 20  -10 0 10 20 30
a) buts encaisses b) difference de buts

FIGURE V.3.7 — Ajustement linéaire du nombre de parties gagnées par le nombre de buts
encaissés (figure a) ou par la différence de buts (figure b).

Cov(z',y) =17,1, R(2',y)=0,8915.

La droite de régression linéaire a pour équation y = ax’+0b avec a’ ~ 0,21 et b’ ~ 4,15.
Le coefficient de corrélation est de valeur absolue |R(z’, y)| ~ 0,89, ce qui montre que
la droite de régression linéaire est de bonne qualité (voir la figure V.3.7b de la présente
page). La différence de buts explique évidemment mieux le nombre de parties gagnées
que le nombre de buts encaissés.

V.1.3 1. On peut calculer la moyenne par la formule suivante :
z= Z fici,

ou ¢; est le centre d’une classe et f; sa fréquence. On trouve ici & = 1644 + 0,195z.

Si le budget moyen est égal a 1995 euros, alors on doit avoir 1995 = 1644 4 0,195z et
on trouve : z = 1800.

Si le budget médian est égal a 1920 euros : on regarde le tableau des fréquences cumu-

Iées :

Budget Fréquence | Fréquence cumulée

[800, 1000[ 0,08 0,08

[1000, 1400[ 0,1 0,18

[1400, 1600[ 0,16 0,34
[1600, z] 0,3 0,64
[2,2400] 0,09 0,73

[2400, 4000( 0,27 1

On voit que la médiane est quelque part dans 1’intervalle [1600, z[. Il faut alors raison-
ner par interpolation linéaire sur I'intervalle [1600, z[. On pose le rapport des distances

suivant :
1920 — 1600 0,5 —0,34

2 —1600  0,64—0,34"

eton trouve : z = 2200.

2. Pour donner une représentation graphique correcte de la distribution (histogramme), il
faut calculer la hauteur des rectangles en tenan compre du fait que la largeur des classes
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n’est pas uniforme :

Budget Fréquence | Hauteur des rectangles
[800, 1000[ 0,08 0,08
[1000, 1400[ 0,1 0,05
[1400, 1600[ 0,16 0,16
[1600, 2000[ 0,3 0,15
[2000, 2400[ 0,09 0,045
[2400, 4000[ 0,27 0,045

3. Labudget moyen est :

f:ZfiCiZQO?)ZL.

La médiane est dans I’intervalle [1600, 2000] et est telle que :

Med(z) — 1600 0,5 — 0,34
2000 — 1600 0,64 — 0,34

et donc Med(x) = 1813. Comme souvent, la moyenne est plus grande que la médiane,
car la moyenne est entrainee par quelques grandes valeurs.

vVi4 1.

(b)

(b)

©

(a) G estun polyndme du second degréen x :

=1 i=

G(x) = na? —Q(Zn:xi)x—i— (ixf)

Le coefficient dominant de ce polynéme est strictement positif. Un tel polyndme

admet un unique minimum en z tel que G'(x) = 0.0r G'(z) =2nx —2 Y x;, et
i=1
donc G’'(x) = 0 si, et seulement si, x =T := > z;/n.

On retrouve bien le fait que la meilleure approximation au sens des moindres carrés
des données est la moyenne arithmétique .

On remarque d’abord que la fonction L est une fonction continue affine par mor-
ceaux. Les ruptures de pente ont lieu a chaque z;, la pente augmentant de 2 au
passage de chaque x; . De plus, sur | — 0o, 1], la pente de L vaut —3. Elle vaut en-
suite —1 sur [z1,22], 1 sur [zg, z3] et 3 sur [x3, +0o[. De plus, L(—3) = 11. On
peut donc représenter graphiquement la fonction a partir de ces informations sans
avoir a chercher I’expression de L sur chacun des intervalles.

Le méme raisonnement s’applique, mais cette fois on part d’une pente égale a —4
sur | — oo, x1]. La pente vaut ensuite —2 sur [z1,x2], O sur [x2, x3], 2 sur [x3, z4]
et 4 sur [x4, +00[. De plus, L(—3) = 21. On peut la encore représenter la fonction
a partir de ces informations.

Supposons d’abord que n est impair, n = 2p+1. L est une fonction continue affine
par morceaux de pente valant —n si « < 1, valant —n + 2 si z € [z1,29], ...,
valant —n + 2p = —1 si * € [zp,2py1], valant — + 2(p + 1) = 1
si & € [Xp+1, Tpt2], ..., valant —n + 2n = n si © > xz,. Par conséquent L est
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strictement décroissante sur | — 0o, 1] et strictement croissante sur [zp1, +00[.
Elle admet son unique minimum en 41 .
Si n = 2p est pair, alors L est une fonction continue affine par morceaux, de pente

valant —n si ¢ < 21, valant —n+2 si € [21,22], ..., valant —n+2(p—1) = —2
si x € [zp_1,xp], valant —n+2p = 0 si € [xp, Tpt1], valant —n+2(p+1) =2
si & € [Tpt1,Tpt2), ..., valant —n + 2n = n si ¢ > z,. Par conséquent L

est strictement décroissante sur | — oo, x,,], constante sur [, zp+1], et strictement
croissante sur [z,11,+0o[. La fonction L admet donc un minimum qui est atteint
pour tous les réels de I'intervalle [z, zp11].

(d) Rappelons la définition de 1a médiane d’un échantillon de données quantitatives. On
appelle médiane la valeur m qui partage I’échantillon étudié en deux sous-groupes
de méme effectif, chacun tel que tous les éléments du premier groupe ont des va-
leurs inférieures ou égales a m et tous les éléments du second groupe ont des va-
leurs supérieures ou égales a m. Si ’effectif de I’échantillon est un nombre impair,
et si les termes sont ordonnés par valeurs croissantes, la médiane est le terme de
rang (n + 1)/2. Si I'effectif est un nombre pair, toute valeur comprise entre les
termes de rang n/2 et n/2 + 1 pourrait convenir. La valeur située au milieu de cet
intervalle définit alors (par convention) la médiane de 1’échantillon.

V.1.5 1. Notons I I’ensemble des indices k dans [1,n] tels que =% & [T — 20, Z + 20]. Onne

n
va retenir dans la somme > (zx — Z)? que les indices pour lesquels & € I. On sait qu’il
k=1

yena n—p,etpourun tel indice k,ona (zj — f)Q > 402.D’ou I’inégalité demandée :

Z Tp —T)° 2 Z(xk —2)% > (n — p)do®.
k=1

kel
n
Par définition de I’écart-type, on a 0% = + Z (v, — )2 > @02. En simplifiant

par o2, on en déduit que @ < 1 etdonc p > 3n/4.1ly a bien au moins 3/4 des
éléments de 1’échantillon qui sont compris entre £ — 20 et ¥ + 20.

2. Onreprend la méme méthode, mais en remplacant 2 par ¢. Si p est le nombre d’éléments
de I’échantillon compris entre & — to et & 4 to, on trouve que :

n
Y (wx—2)* = (n —p)o’

k=1

2
Utilisant la définition de 1’écart-type, on trouve alors L (Tj;p ) < 1etdonc:

p/n> 2 —1)/t2 =1—1/t%

V.1.6 Commencons par donner une équation de D; et une équation de Ds. Pour Dy, c’est du
cours : I’équation est y = ax + b avec a = Cov(z,y)/Var(x) et b =y — aZ. Pour Ds, c’est
aussi du cours, mais il faut échanger le rdle joué par = et par y. L'équation de Dy est donc
x=dy+b avec o/ = Cov(x,y)/Var(y) et b’ = T — a’y. On peut réécrire 1’équation de Do
sous la forme y = (1/a’)x — b’ /a’. Remarquons que les droites Dy et Do passent toutes les
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deux par le point moyen (Z, ) du nuage. Elles coincident donc si, et seulement si, elles ont la
méme pente, si, et seulement si, Cov(x,y)/Var(z) = Var(y)/Cov(z,y), si, et seulement si,
Cov(w,y)?/[Var(z)Var(y)] = 1, si, et seulement si, |R(z,y)| = 1.On conclut en utilisant le
fait que |R(z,y)| = 1 si, et seulement si, les points du nuage sont alignés. En effet, d’aprés
I’équation (8),

n

S b - S O 1 ).

Le membre de gauche est nul si, et seulement si, les points du nuage sont alignés. Le membre
de droite est nul si, et seulement si, |[R(z,y)| = 1.

V.1.7 I. Ona min_x; < x; pourtout j,donc min xz; < /x1- -z, = M.De méme, on

i€[1,n] i€[1,n]
a x; < max_x; pourtout j, etdonc T < max_x;.
i€[1,n] 1€[1,n]

2. On éleve au carré et on forme la différence :

(v - (B2) o m nm_(nmy

ce qui donne le résultat \/z17y < L2522 car /7172 et L2 sont tous deux positifs.

3. On fait une récurrence sur n. Le résultat est vrai pour n = 1.
Soit n > 2 et & = (2;);c[1,,] un échantillon de nombres positifs. Si 1’un des nombres est

nul, alors {/x; - - -z, estnul et I'inégalité cherchée est vraie. Supposons dorénavant que

Tot-+Tn
n—1 .

tous les nombres sont strictement positifs. Onnote y = "~Yxy -z, et z =
On a y < z par ’hypothese de récurrence. On considere la fonction :

i T mn-—1
f(x) — xl/nyl 1/n %
n n

2,

de telle sorte que f(x1) = /a1 an — LFEFIa La fonction f est bien définie et
dérivable sur ]0, o0, et

1 1
fI(ZE) _ _wl/n—lyl—l/n _

n n
La fonction f’ est strictement positive sur ]0,y[ et strictement négative sur ]y, +o00[,
donc la fonction f est maximale en z = y ou elle vaut

y n-—1 n—1

fy)=y-————2=—@—2)<0.

Donc f est négative sur ]0, +oo[, ce qui donne le résultat.

© Dunod 2018



Solutions des exercices 291

Module V.2 : Probabilités finies

V2.1 Ilya (%) = 201376 mains possibles.

1.

8

1) choix possibles de

Iya (3)(*) = 224 mains contenant un carré, car il y a 8 = (

1/\1
28

carrés, et 28 = ( 1 ) choix possibles pour la derniere carte.

Iya (9)(3) (D) (3) = 1344 mains contenant un full, caril y a 8 = (}) choix possibles
7

pour la hauteur du brelan, (g) choix possibles de brelans de hauteur donnée, (1

possibles pour la hauteur de la paire (une fois que la hauteur du brelan est fixée), et (3)

) choix

choix possibles de paires de hauteur donnée.

Ilya (513) (g) (228) = 12096 mains avec exactement trois cartes identiques, caril y a (513)

choix possibles pour la hauteur, (g) choix possibles de brelans, et (228) choix possibles
pour les deux autres cartes. Mais parmi toutes ces mains, il y a les fulls, pour lesquelles
on n’annonce pas un brelan, mais un full. Donc il y a 12096 — 1344 = 10752 mains
permettant d’annoncer un brelan.

V2.2

1.

Il y a 2P applications de E dans F'. Parmi toutes ces applications, certaines sont
surjectives, d’autres pas. Pour qu’une application f : £ — F' ne soit pas surjective, il
faut qu’un des éléments de F' n’ait pas d’antécédent. Comme F' = {y1,y2}, cela revient
a demander que toutes les images de f soient égales a ¥, ou bien qu’elles soient toutes
égales a yo. Il y a donc seulement deux applications qui ne sont pas surjectives, et le
nombre total d’applications surjectives est 2P — 2.

Notons E = {z1,...,2,} avec 21 < --- < xp, C(E, F) I"’ensemble des applications
strictement croissantes de E dans F', et P,(F) I’ensemble des parties de F' a p élé-
ments. On définit 1’application :

U: C(E,F)— Py(F)
[ f(E)

- L’application ¥ est bien définie, car une application strictement croissante est injective,
et donc card(f(F)) = p.
- Lapplication W est surjective. En effet, si {y1,...,y,} € Pp(F), alors on commence
par permuter les y; de telle maniere que y,(1) < -+ < Yo (p). On vérifie ensuite que
’application f : E' — F définie par f(x;) = yq(;) pourtout j = 1,...,p est stricte-
ment croissante.
- L’application ¥ est injective. En effet, supposons que deux applications strictement
croissantes f et g ont le méme ensemble image {y1, ..., y,}. On permute cet ensemble
image de telle maniére que Y, (1) < -+ < Yp(p). Comme f(x1) < --- < f(z}), on peut
identifier f(z;) = y,(;) pour tout j. De méme g(z;) = Yy (;). Donc g = f.
L’application ¥ étant bijective, on doit avoir :

card(C(E, F)) = card(P,(F)) = (;) .

V.2.3

1.

Ona AC AUB,donc P(AUB) > P(A) =1/2.
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On ne peut pas proposer une meilleure minoration, car il se pourrait que B C A, et alors
on aurait I’égalité P(AU B) = 1/2.
Ona P(AUB) < P(A)+P(B) = 5/6.On ne peut pas proposer une meilleure majoration,
car il se pourrait que A et B soient disjoints, et alors on aurait I’égalité P(AUB) = 5/6.
On a P(AN B) > 0, et on ne peut pas proposer une meilleure minoration, car il se
pourrait que A et B soient disjoints, et alors on aurait I’égalité P(A N B) = 0.
Ona ANB C B, donc P(AN B) < P(B) = 1/3. On ne peut pas proposer une
meilleure majoration, car il se pourraitque B C A, etdonc ANB = B et alors on aurait
I'égalité P(AN B) =1/3.
On utilise la formule P(AU B) = P(A) + P(B) —P(AN B).
Si A et B sont incompatibles, alors AN B = & et donc :

P(AUB)=P(A) +P(B) =5/6.

SiP(ANB) =1/4,alors PLAUB) =1/2+1/3 — 1/4 = 7/12.

V.24

1. Notons A I’événement « il y a au moins un billet gagnant dans les k& billets ». On va
plutot calculer la probabilité de I’événement contraire : A¢ =«les k billets sont per-
dants ». Comme chaque billet a une probabilité 1 — 1/n d’étre perdant, on trouve que :

P(4°) = <1%>

P(A) =1 — P(A°) =1 — (1_1)k.

n

et donc :

On cherche le plus petit & tel que P(A4) > 1/2.

1 NN 1 1
]P’(A)>§<:> 1-—— <§<:>kln 1——])<-In(2).

n n
On divise alors par In(1 — 1/n) qui est négatif :
1 —In2
PAZ2-<—k>————-
(4) 2 In(1—-1/n)
Le plus petit k entier vérifiant cette inégalité est
—1n2
kp=|—/—"—"7—|+1,
i)
ol [-] est la fonction « partie entiere ».

Application numérique :
e Sin=10,alors k,, = 7.
e Sin =100, alors k,, = 69.

On peut se servir du développement limité usuel In(1 — ) = —z + o(x) au voisinage
de 0, ce qui donne :

1
—ky — In(2) ~0,69.

n n—00
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V.2.5 Ilya n! permutations possibles, et toutes les permutations sont équiprobables.
IDya(n—1)x1x (n—2)! permutations qui permettent de trouver les deux volumes cote
a cote dans le bon ordre. En effet, il y a n — 1 choix possibles pour la position du volume 1
(seulement n — 1, car la derniére position ne permet pas de placer le second volume juste a
sa droite). Une fois la position du premier volume choisie, il y a 1 seul choix possible pour
la position du second volume (juste a droite du premier volume). Une fois les deux volumes
placés, il y a (n — 2)! possibilités de placer les n — 2 livres restants.
La probabilité de trouver les deux volumes cdte a cte dans le bon ordre est donc :

n—1! 1

n! n

V.2.6 Lespace de probabilité est 2 = {F, G}?. Une réalisation se note w = (wy,ws2) ol wy est
le sexe de I’enfant le plus 4gé et wo le sexe du plus jeune. La probabilité sur cet espace est
uniforme.

1. On introduit les événements A =«il y a au moins une fille» et B =«il y
a au moins un garcon». On cherche P(B|A). Or A = {(FF),(FG),(GF)},
B ={(GG),(FG),(GF)},et AnNB ={(FG),(GF)}.Donc:
P(ANnB) card(ANB) 2

PBIA) = =5 = “cad(a) "3

2. On introduit les événements C' =«1’ainé une fille » et D =«le plus jeune est
un gargon ». On cherche P(D|C). Or C = {(FF),(FG)}, D = {(GG),(FG)},
et CND={(FG)}.Donc:

P(CND) card(CND) 1

P(DIC) = P(C) - card (C) 2

V.2.7 Pour modéliser I’expérience consistant a tirer une carte au hasard, on prend comme espace
fondamental €2 I’ensemble des 52 cartes, muni de la probabilité uniforme.
Soient v une valeur et ¢ une couleur fixées. On introduit les événements A =« la carte tirée
a pour valeur a » et B =«]la carte tirée a pour couleur ¢ ». On a card (A) = 4 (carily a 4
cartes de valeur a), card (B) = 13 (caril y a 13 cartes de couleur ¢), et card (AN B) =1
(car il y a une seule carte de valeur a et de couleur c¢). Comme P est la probabilité uniforme

sur ) :
_card(AnB) 1
PANB) = card () 52’
P(AP(B) = card (A) card (B) _4 131

card () card () 52 “ 52 7 52
On a donc bien P(AN B) = P(A)P(B).

V.2.8 L'ensemble fondamental est [1,6]* = {1,2,...,6}2. Une réalisation se note w = (wy, ws)
ol w est le résultat du dé noir et ws le résultat du dé blanc. La probabilité sur cet espace est
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uniforme. On introduit les événements :
A : «le chiffre du dé noir est pair » ,
B : «le chiffre du dé blanc est pair » ,
C : «les chiffres des deux dés ont méme parité » .
Onacard(A) =3 x 6 =18, card (B) =6 x 3 =18, et card (C) =6 x 3 = 18.
De plus AN B = D :=«les deux résultats sont pairs». Ona ANC = D, BNC = D et aussi

ANBNC =D.Donc card(ANB)=3x3=9,card(ANC) =9, card(BNC) =9, et
card (BNC) =9. Au total :

card(A4NnB) 9 1 1 1
ANB) == d@ 36 1 272
18 18 card(A) card (B)
3636 card(Q) card () L APB):

et on trouve de méme que :
P(ANC) =PA)PC) et P(BNC)=P(B)PC),
ce qui montre que les événements A, B et C' sont deux a deux indépendants. Cependant :

card(D) 9 1

card (A) card (B) card (C) 18 18 18 1
P(A)P(B)P(C) = _18 18 18 1
(APBP(C) = Zid (@) card () card () 36 <36 <36 5

ce qui montre que les événements A, B et C' ne sont pas mutuellement indépendants.

V.29 On note A I’événement « le joueur est Flamand » et B I’événement « le joueur est un
amateur de frites hexagonales ». D’apres 1’énoncé,
-ily a 7 joueurs sur 11 qui sont Flamands, donc P(A) = 7/11.
- si on sait qu’on a affaire a un Flamand, alors la probabilité que ce soit un mangeur de frites
traditionnelles est 0,65, donc P(B|4) =1 — 0,65 = 0,35.
- si on sait qu’on a affaire a un Wallon, alors la probabilité que ce soit un mangeur de frites
traditionnelles est 0,75, donc P(B|A°) =1 — 0,75 = 0,25.
On cherche P(A|B). D’apreés la formule de Bayes :

P(B|A)P(A) B 0,35 x 7 245
(B|A)P(A) + P(B|A¢)P(A¢) 0,35 xT7+025x4 345

P(AIB) = 5 ~71%.

V.2.10 On note A I’événement « le moteur des essuie-glaces est en panne » B 1’événement « la
commande manuelle des essuie-glaces est en panne » et C' I’événement « il pleut ».
1. L’événement en question est A N B¢ N C', dont la probabilité est :
P(ANB°NC)=PA)PB)P(C) = 11 X 3 = ! =25%.
103 4 4

On a ici utilisé le fait que A, B et C sont indépendants, donc A, B¢ et C' le sont aussi.
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2. Oncherche P(AN B|C) :

P(ANBNC)

1 2 1

V.2.11 Pour modéliser ce probleme, considérons un espace de probabilité avec les événements
suivants. Pour ¢ € [1,4], T; est’événement « le parapluie est dans le ¢-&me tiroir ». L’ énoncé
nous dit que P(7T3 U T> U T3 U Ty) = p, et on cherche la probabilité

P(Ty | Ty NTy NTY).
On calcule alors :
: : . PONTENTsNTE) P(Ty)
P(Ty | T{NTsNTS) = = .
(L i Ty N Ts) P(TE N TS NTS) 1—P(Ty) — P(T3) — P(T3)

De plus, on a P(T;|Ty UT, UT3 UTy) = 1/4 pourtout ¢ € [1,4].
Comme p =P(Ty) + - - - + P(T}4), on en déduit que P(T;) = p/4. Ainsi,

p/4 p

BT T NTENT) = 125 2= e
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Module V.3 : Variables aléatoires

V.3.1 On choisit pour ensemble fondamental Q = [1, 6]]2 que I’on munit de la probabilité uni-
forme puisque les deux dés sont équilibrés. Remarquons que le cardinal de 2 vaut 36. X
prend ses valeurs dans [1,6]. L’événement {X = 1} est égal au singleton {(1,1)} et donc
P(X =1) =1/36.De méme, on a

P(X =2)=F({(1,2), (1), 2.2)) = o= = .

et P(X =3) =5/36, P(X =4) = 7/36, P(X = 5) = 9/36 = 1/4, P(X = 6) = 11/36.

V.3.2 Onnote Vj, ’événement « la porte n’est toujours pas ouverte apres k essais ». Il s’agit d’une
suite décroissante d’événements, avec P(15) = 1. La probabilité p;, qu’il faille exactement k
essais pour ouvrir la porte est, pour k > 1 :

Pk = P(ch N kal) = ]P)(kal) — P(Vk) .
Pourtout £ > 1,0na:
P(Vi) = P(Vi|Vi—1)P(Vi—1) -
Or, si Vj,_1 est vraie, alors au k°™e
restent, et donc :

essai, le concierge tire une clé parmi les n — (k — 1) qui

1

P(Vi|Vk—1) =1 — ———
(Vie| Vi—1) TRl

et il vient :

P(Vi) = P(Vi|Vie—1)P(Vi—1) = (1 - ﬁ) P(Vy-1) = mP(kal),

si bien que, pour tout k € [0,n] :

k .
B n—j n-—k

et P(V};) = 0 pour tout & > n. On trouve donc que la probabilité p; qu ?il faille exactement
k essais pour ouvrir la porte est :
n—k+1 n-—k 1

:]P) — —IP = — —
Dk (Vie=1) (Vi) - - =

pour tout k£ € [1,n]. C’est la probabilité uniforme sur [1,n] ! Le nombre moyen d’essais
nécessaires est :

= nn—1) n-1
- — .

Z Pk om 2

k=1

V.3.3 On note Ay I’événement «il y a rencontre au ;eme tirage ». On cherche donc
pn = P(U}_ Ai) et on utilise pour cela la formule d’inclusion-exclusion :

pn =P A) =DM S B, NN Ay).

k=1 1< < <ip<n
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Il y a n! facons de tirer les n boules. Si on fixe la sortie des boules i1, ..., i, alors il reste
(n — k)! fagons de tirer les n — k autres boules. Comme les tirages sont équiprobables, on a :

(n—k)!

n!

P(A;, N---NA,) =

)

et il vient :

Pn =

(—1)k+t Z w _ Z(_l)kJrl (Z) w
k

1< < <ipg<n =1

1= IM-

1 n! n—k)! - 1 1
(=D k:!(n—k)!( n! ) :;(_1)k+ kN

~
Il
—

On a donc :
n

pn=1-— Z(—1)k% .

k=0
Lorsque n — -+00 on trouve que p, — 1 — exp(—1) ~ 0,63.

V.34 1. Lorsque le fumeur s’apergoit qu’une boite est vide, il peut rester r allumettes dans
I’ autre boite, avec r € [0, N].
Pour qu’il reste exactement r allumettes dans 1’autre boite lorsque le fumeur s’apercoit
qu’une boite est vide, il faut que le fumeur ait fait en tout N + (N —r) + 1 tirages : N
tirages de la poche vide, N — r tirages de 1’autre poche, et 1 ultime tirage de la poche
vide, pour s’apercevoir qu’elle est vide. Si le dernier tirage (qui permet de s’apercevoir

que la boite est vide) est dans la poche droite, alors ce tirage étaitle N 41 eme ge Ja poche
droite, etles N tirages précédents dans la poche droite ont pu se dérouler n’importe quand
lors des 2N — r premiers tirages. Donc la probabilité qu’il reste exactement 7 allumettes
dans la boite de la poche gauche lorsque le fumeur s’apercgoit que la boite de la poche

droite est vide est :
9—(2N—r+1) 2N —r
N .

De méme, la probabilité qu’il reste exactement r allumettes dans la boite de la poche
droite lorsque le fumeur s’apercoit que la boite de la poche gauche est vide est :

9—(2N—r+1) 2N —r
N Y

2N —r
T:27'—2N )
e (77)

Comme le nombre d’allumettes restant dans I’ autre boite est compris entre 0 et [V, on

doit avoir :
N
E U, =1,
r=0

ce qu’on peut vérifier avec 1’expression de u,- et la formule du binéme.

2. Ona:
2N
— — 272N )
u Uo (N)

et donc :
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Avec la formule de Stirling :

(2N)_(2N)! (2N/e)*N4arN 22N

N) (N2 T T (N/eN2xN  anN |
et donc :
1
u ~Y .
vrN

V.3.5 1. Onnote Ay I’aire de la couronne k, et A 1’aire totale. Par les hypotheses d’équiproba-
bilité faites dans I’énoncé, on a P(X = k) = Ay /A pour k compris entre 1 et 10. Pour
la couronne k, le cercle extérieur est de rayon 11—k et le cercle intérieur de rayon 10—k
(un petit dessin pourra aider pour faire attention a I’inversion entre 1’ordre des cercles
et les rayons). On a donc, en cm?, Ay = 7((11 — k)% — (10 — k)?) = 7(21 — 2k)
et A = 710%. On en déduit que

21 -2k
P(X =k)= o0
2. Notons Y la variable aléatoire correspondant au gain du joueur. Y prend ses valeurs dans
{-2,6,7,8,9,10}.L’événement {Y = —2} est égal a I’événement {X < 5}, et donc

5
Hhx21—-5x%x6 75
P =-2)=> PX=k=""35"" =15
k=1

d’apres le résultat de la question précédente. D’autre part, pour k& € [6,10], on a
P(Y = k) =P(X = k). On en déduit I’espérance de Y :
EY] =—-2x75/100+ (6 x 9+7x 7+8x 549 x 3410 x 1)/100:3/10.

L’espérance est positive. Le jeu est favorable au joueur. En moyenne, il peut espérer
gagner 0,3 euros par partie.

V.3.6 1. X prend ses valeurs dans [1,6].
Par hypothese, il existe un réel a tel que P(X = k) = ka. Maintenant, puisque la loi
6
de X est une loi de probabilité, ona: 1 = 3 P(X = k) = a®%T etdonc a = 1/21.

k=1
Laloide X estdonc:
k
PX=k)=_—, ke]l6].
(X=k) =5, kel10]
Son espérance est :

C16(6+1)2x6+1) 13

D2
hE
S

|

E[X] = zG:kIP’(X —k)=—

pt = 21 6 3
2. Y prend ses valeurs dans {1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6}, et sa loi est donnée par :
1 k
P( - —) -2 ke[L,6].
)= Felldl

Son espérance est :
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V.3.7 On considere la fonction

C’est un polyndme du second degré :
E(c) = ¢ = 2E[X]c + E[X?],

dont le coefficient dominant est strictement positif. Il admet donc un unique minimum au point
ol £'(¢) = 0. Ce point est ¢ = E[X] et la valeur du minimum est alors Var(X).

N

V.3.8 La somme dans (29) est finie, car X est a valeurs dans un sous-espace fini de N
donc P(X > n) = 0 a partir d’un certain rang. Soit M € N tel que P(X > M) = 0.
On décompose la somme qui constitue la définition de I’espérance :

M M M k-1
EX] =) kP(X =k =) P(X =k =) > P(X=k),
k=0 k=1 k=1n=0
puis on inverse les sommes :
M—-1 M M-1 M-1
EX]=> > PX=k=)» PX>n-PX>M)=> PX>n),
n=0 k=n+1 n=0 n=0

ce qu’il fallait démontrer.

V.39 1. Supposons que les cartes dans le paquet soient numérotées de 1 a 52. Le devin
annonce les cartes dans un autre ordre, c’est-a-dire qu’il annonce une permutation
de [1,52]. On se place donc sur (Ss2, P(Ss2)), out Ss2 est 'ensemble des permutations
de taille 52, avec la probabilité uniforme.

2. Le nombre de cartes que le devin trouvera est :
X =max{k |w(l) <w(2) < - <w(k)}.
On a pour k € [1,52]
PX2k)= Y PHw|w)=ji...,wk) =ji})

1<j1 <+ <jr <52
- Z (527k)!7 52 (527k)!7 1
- , 520\ k 52! k!
1</1<...<jr <52
On utilise le fait que, comme X est une v.a. entiere positive, on a :
EX]=> P(X >k => PX>k)
k>0 k>1
Ainsi, le devin trouvera en moyenne

52
1

E[X] = Z e exp(l) —1~1,72
k=1 "

cartes.
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V.3.10 1. En utilisant les informations de 1’énoncé sur I’héritage des genes, on trouve

P(E =1|(P,M) = (1,1)) = 1,

P(E = 1|(P, M) = (1,2)) = 1/2,
P(E =1|(P, M) = (2,1)) = 1/2,
P(E =1|(P, M) = (2,2)) = 1/4,

et les cinq autres probabilités conditionnelles sont nulles.

2. Oncalcule P(E = 1) par la formule des probabilités totales :

P(E=1)= ) P(E=1/(PM)=(i,j)P((P.M) = (i,))).

Les procréations étant supposées aléatoires, on a aussi :

P((P, M) = (i,5)) = ui(n)u;(n).

On en déduit

1 1 1
P(E=1)=ui(n)?®+ §u1(n)u2(n) + §u2(n)u1(n) + Zug(n)2
1 2
Il est facile de calculer P(E = 3). Par symétrie des roles de A et B, on a en effet

P(E = 3) = (us(n) + %uQ(n))2 .

Enfin,

=1- (ul(n) + %uz(n)f - (ug(n) + %ug(n))l

3. Onawu(n+1) = IP’(E = 1) = (n)%. De plus, ui(n) + uz(n) + uz(n) = 1,
ce qui fait que uz(n) + uz(n) = 1 — 6(n). Ainsi, uz(n + 1) = (1 —
ug(n +1) =1-0(n)? — (1 —0(n))2.

4. Calculons 6(n + 1) en fonction de 6(n) po
Onaf(n+1) =ui(n+1)+3us(n+1) = ( ) %[1—9(71)2—(1—9(71))2] =0(n).
Ainsi, pour n > 1,0ona f(n 4+ 1) = 6(n) et donc d’apres la question précédente,
u;(n 4+ 1) = u;(n). La proportion de malades dans la population ne varie plus !

V3.1 1. Y, ne prend que deux valeurs, 1/n et 1 +1/n.Onaenoutre: {Y,, = 1/n} =
«aucune vache n’est malade ». Donc P(Y,, = 1/n) = 0,85™. Comme la loi de Y est
une loi de probabilité, on en déduit que P(Y,, = 1+ 1/n) = 1 — (0,85)™. Le calcul de
I’espérance donne :

085" n+1
- 4

E[Yn] = n

1
(1-085") =1+~ 085"
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2. La fonction f est dérivable sur ]0,+oo|, et f/(z) = £ f/(z) est donc du signe
de 1+ ax, ce qui permet de dire que f est croissante sur |0, —1/a[, et décroissante
ensuite. La limite de f en +0o0 est —oo, il en est de méme en 0. En calculant les valeurs
successives de f(n),ona f(17) > 0,07 et f(18) < —0,03. 17 est donc la plus grande
valeur entiere pour laquelle f(n) est positive. En outre, f(1) < 0 alors que f(2) > 0.

L’ensemble d’entiers recherché est donc [2,17].
3. Ona:

1 1
EY,]<1l<=1+—--085"<1<=0,8">— <= nln0,85> —Ilnn.
n n

Par suite, E[Y,,] < 1 < f(n) > 0. L’étude précédente montre que les entiers n pour
lesquels f(n) > 0 est [2,17]. On a intérét a choisir la deuxi¢me méthode si, et seulement
si,il y ade 2 a 17 vaches dans I’étable.
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