Solutions choisies du chapitre 2 :
Premiers pas

Solution de I’exercice 2.2-2

Tri-SELECTION(A)

n = A.longueur

pourj=lan-1
minimum = j
pouri=j+1lan

si Ai] < A[minimum]
minimum =i

permuter A[j] et A[minimum]

L’algorithme préserve I’invariant de boucle suivant : au début de chaque itération de la
boucle pour externe, le sous-tableau A[1 .. j — 1] contient les j — 1 plus petits éléments du
tableau A[1 .. n] et ce sous-tableau est trié. Aprées les n — 1 premiers éléments, le sous-
tableau A[1 .. n — 1] contient les n — 1 plus petits éléments, triés, et 1’élément A[n] est
donc forcément I’¢lément maximum.

2
Le temps d’exécution de 1’algorithme est ®(n ) dans tous les cas.
Solution de I’exercice 2.2-4

Modifiez 1’algorithme de fagon qu’il teste si I’entrée respecte une certaine condition de cas
spécial et, si oui, sorte une réponse pré calculée. Le temps d’exécution dans le cas le plus
favorable n’est généralement pas une bonne mesure pour un algorithme.

Solution de P’exercice 2.3-5

La procédure RECHERCHE-DICHOTOMIQUE prend en entrée un tableau trié A, une
valeur v et une plage [bas .. haut] du tableau, ou nous recherchons la valeur v. La
procédure compare v a 1I’élément de tableau occupant le milieu de la plage et décide
d’éliminer la moitié de la plage de toute considération ultérieure. Nous donnons des
versions itérative et récursive, chacune retournant soit un indice i tel que A[i] = v, soit NIL
si aucun élément de [bas .. haut] ne contient la valeur v. L’appel initial a I'une ou I’autre
version doit avoir les paraméetres A, v, 1, n.































































































































































Solutions choisies du chapitre 22 :
Algorithmes élémentaires pour les graphes

Solution de ’exercice 22.1-7

BBT (Iv J) = Zbieb; = Zbiebje
eckE ecE
e Sii=}], alorsbihje =1 (c’est 1 -1 ou (-1) - (-1)) chaque fois que e entre dans ou sort
du sommet i, et O sinon.
e Sii#],alors bihe = -1 quand e = (i, j) ou e = (j, i), et 0 sinon.

Par conséquent,

degré de i = degré entrant + degré sortant sii= j.
— (nb. darcs reliant i et j) Ssii#].

BB' (i, ) ={

Solution de I’exercice 22.2-5

La démonstration de la validit¢é de 1’algorithme PL montre que u.d = &(s, u), et
I’algorithme ne suppose pas que les listes d’adjacence sont dans quelque ordre particulier
gue ce soit.

Sur la figure 22.3, si t précéde x dans Adj[w], nous pouvons obtenir ’arbre de parcours en
largeur montré sur la figure. Mais, si x précede t dans Adj[w] et u précede y dans Adj[x],
nous pouvons obtenir I’arc (X, U) dans I’arbre de parcours en largeur.

Solution de I’exercice 22.3-12

Le pseudo-code suivant les procédures PP et VISITER-PP pour assigner des valeurs aux
attributs cc des sommets.
PP(G)
pour chaque sommet u € G.V
u.couleur = BLANC

u.mt=NIL
date =0
compteur =0

pour chaque sommet u € G.V
si u.couleur == BLANC
compteur = compteur + 1
VISITER-PP(G, u, compteur)



VISITER-PP(G, u, compteur)

u.cc = compteur  // étiquetage du sommet
date = date + 1

ud =date

u.couleur = GRIS

pour chaque v € G.Adj[u]
si v.couleur == BLANC

v =u

VISITER-PP(G, v, compteur)
u.couleur = NOIR
date = date + 1
u.f = date
Cette procédure PP incrémente un compteur chaque fois que I’on appelle VISITER-PP pour
faire pousser un nouvel arbre dans la forét PP. Chaque sommet visité (et ajouté a 1’arbre)
par VISITER-PP est étiqueté avec cette méme valeur de compteur. Donc, u.cc = v.cc si et
seulement si u et v sont visités dans le méme appel a VISITER-PP effectué depuis PP, et la
valeur finale du compteur est le nombre d’appels ayant été faits a VISITER-PP depuis PP.
En outre, comme en fin de compte chaque sommet est visité, chaque sommet est étiqueté.

Par conséquent, il nous suffit de montrer que les sommets visités par chaque appel a
VISITER-PP fait depuis PP correspondent exactement aux sommets d’une méme
composante connexe de G.

e Tous les sommets d’une composante connexe sont Visités par un appel a VISITER-PP
fait depuis PP :
Soit u le premier sommet de la composante C visitée par VISITER-PP. Comme un
sommet ne devient non-blanc que quand il est visité, tous les sommets de C sont blancs
quand on appelle VISITER-PP pour u. Donc, d’apreés le théoréme du chemin blanc, tous
les sommets de C deviennent des descendants de u dans la forét, ce qui signifie que
tous les sommets de C sont visités (par des appels récursifs a VISITER-PP) avant que
VISITER-PP rende la main & PP.

e Tous les sommets visités par un appel a VISITER-PP fait depuis PP sont dans la méme
composante connexe :
Si deux sommets sont visités dans le méme appel a VISITER-PP depuis PP, ils
appartiennent a la méme composante connexe, car les sommets sont visités uniquement
en suivant des chemins de G (en suivant des arcs trouvés dans les listes d’adjacence, a
partir de chaque sommet).

Solution de I’exercice 22.4-3

Un graphe non orienté est acyclique (c’est-a-dire, une forét) si et seulement si un PP ne

donne pas d’arcs arriére.

e S’ yaun arc arriére, il y a un cycle.

e S’il n’y a pas d’arc arriere, alors d’aprés le théoréeme 22.10, il n’y a que des arcs de
liaison. Donc, le graphe est acyclique.

Nous pouvons donc exécuter PP : si nous trouvons un arc arriére, ¢’est qu’il y a un cycle.



e Durée:O(V). (PasO(V+E) )

Si nous voyons |V| arcs distincts, nous avons forcément vu un arc arriére, car
(d’aprés le théoréme B.2) dans une forét (non orientée) acyclique, |E| <|V| - 1.

Solution du probleme 22-1

a. 1. Supposons que (u, V) soit un arc arriére ou avant dans un PL d’un graphe non
orienté. Alors, I’'un de u et v, disons u, est un ancétre propre de 1’autre (v) dans ’arbre
de PL. Comme nous explorons tous les arcs de u avant d’explorer des arcs d’un des
descendants de u, nous devons explorer I’arc (u, v) au moment ou nous explorons u.
Mais alors, (u, v) est forcément un arc de liaison.

2. Dans PL, un arc (u, v) est un arc de liaison quand nous faisons v.t = u. Mais nous
ne le faisons que quand nous faisons v.d = u.d + 1. Comme ni u.d ni v.d ne changent
jamais ensuite, nous avons v.d = u.d + 1 quand PL se termine.

3. Considérons un arc transverse (u, v) ou, sans nuire a la généralité, u est visité avant
v. Au moment ol nous visitons u, le sommet v est forcément déja dans la file, car sinon
(u, v) serait un arc de liaison. Comme v est dans la file, nous avons v.d < ud + 1
d’aprés le lemme 22.3. D’aprés le corollaire 22.4, nous avons v.d > u.d. Donc, on a v.d
=udouvd=ud+1

b. 1. Supposons que (u, v) soit un arc avant. Alors, nous 1’aurions exploré en visitant u et
il aurait été un arc de liaison.
2. ldem que pour les graphes non orientés.
3. Pour tout arc (u, v), qu’il s’agisse ou non d’un arc transverse, NOUS Ne pouvons pas
avoir v.d > u.d + 1, car nous visitons v en dernier quand nous explorons ’arc (u, V).
Donc,v.d<u.d+ 1.
4. Visiblement, v.d > 0 pour tous les sommets v. Pour un arc arriére (u, v), v est un
ancétre de u dans I’arbre PL, ce qui signifie que v.d < u.d. (Notez que, comme les
boucles sont considérées comme des arcs arriére, nous pourrions avoir u = v.)



Solutions choisies du chapitre 23
Arbres couvrants minimaux

Solution de ’exercice 23.1-1

Le théoréeme 23.1 prouve cela.
Soit A I’ensemble vide et S un ensemble quelconque contenant u mais pas v.

Solution de ’exercice 23.1-4

Un triangle dont les poids d’arc sont tous égaux est un graphe dans lequel chaque arc est
un arc léger traversant une certaine coupe. Mais, comme le triangle est cyclique, ce n’est
pas un arbre couvrant minimum.

Solution de ’exercice 23.1-6

Supposons que, pour toute coupe de G, il existe un arc léger unique traversant la coupe.
Considérons deux arbres couvrants minimum, T et T’ de G. Nous allons montrer que
chaque arc de T est aussi dans T, ce qui signifie que T et T’ sont le méme arbre et donc
qu’il y a un arbre couvrant minimum unique.

Considérons un arc (u, v) € T. Si nous supprimons (u, v) de T, alors T devient non
connexe, ce qui donne une coupe (S, V — S). L’arc (u, V) est un arc léger traversant la
coupe (S, V - S) (d’apres I’exercice 23.1-3). Considérons maintenant 1’arc (X, y) € T’ qui
traverse (S, V — S). Lui aussi est un arc léger traversant cette coupe. Comme 1’arc léger
traversant (S, V — S) est unique, les arcs (u, v) et (x, y) sont le méme arc. Donc, (u, v) € T".
Comme nous avons choisi (u, v) de fagon arbitraire, chaque arc de T est aussi dans 7.

Voici un contre-exemple pour I’inverse :

A
1 Y
(x]
S
/\A\,
N

Ici, le graphe est son propre arbre couvrant minimum, et donc I’arbre couvrant minimum
est unique. Considérons la coupe ({x}, {y, z}). Les deux arcs (X, y) et (X, z) sont des arcs
Iégers traversant la coupe et ils sont, tous les deux, des arcs légers.



Solutions choisies du chapitre 24 :
Plus courts chemins a origine unique

Solution de ’exercice 24.1-3

Si le nombre maximal d’arcs d’un quelconque plus court chemin partant de la source est
m, alors la propriété de relachement de chemin nous dit que, aprés m itérations de
BELLMAN-FORD, chaque sommet v a réalisé son poids de plus court chemin en v.d.
D’aprés la propriété de la borne supérieure, aprés m itérations, plus aucune valeur d ne
changera. Par conséquent, plus aucune valeur d ne changera dans la (m + 1)-éme itération.
Comme nous ne connaissons pas m a 1’avance, nous ne pouvons pas obliger 1’algorithme a
boucler exactement m fois puis a se terminer. Mais si nous nous contentons de faire en
sorte que I’algorithme s’arréte quand plus rien ne change, alors il s’arrétera aprées m + 1
itérations.

BELLMAN-FORD-(M+1)(G, w, S)
SOURCE-UNIQUE-INITIALISATION(G, S)
modifs = VRAI
tant que modifs == VRAI
modifs = FAUX
pour chaque arc (u, v) € G.A
RELACHER-M(u, v, w)

RELACHER-M(u, v, W)
siv.d>u.d+w(u,v)

v.d=u.d+w(u, V)

vo=u

modifs = VRAI
Le test d’un cycle de poids négatif (basé sur I’existence d’une valeur d qui changerait si
I’on effectuait une autre étape de relachement) a été supprimé dans le pseudo-code, car
cette version de 1’algorithme ne sort jamais de la boucle tant que a moins que toutes les
valeurs d ne cessent de changer.

Solution de I’exercice 24.3-3

Oui, I’algorithme fonctionne encore. Soit u le sommet restant qui n’est pas extrait de la file
de priorités F. Si u n’est pas accessible depuis s, alors u.d = 8(s, u) = . Si u est accessible
depuis s, alors il y a un plus court chemin  p =s ™~ X — u. Quand le nceud X a été
extrait, x.d = (s, u) puis I’arc (x, u) a été relaché ; donc, u.d = (s, u).



Solution de I’exercice 24.3-6

Pour trouver le chemin le plus fiable entre s et t, exécutez 1’algorithme de Dijkstra avec les
poids d’arc w(u, v) = — Ig r(u, v) pour trouver les plus courts chemins depuis s en temps
O(A +S1g S). Le chemin le plus fiable est le plus court chemin de s at, et la fiabilité de ce
chemin est le produit des fiabilités de ses arcs.

Voici pourquoi cette méthode fonctionne. Comme les probabilités sont indépendantes, la
probabilité qu’un chemin ne s’effondrera pas est le produit des probabilités que ses arcs ne
s’effondreront pas. Nous voulons trouver un chemin s -t tel que H(u " e pr(u, V) soit

maximisé. Cela équivaut a maximiser Ig (1‘[_(u v € pr(u, V)) = Z_(u v € pIg r(u, v), ce qui
revient a minimiser Z(u wep Ig r(u, v). (Remarque : r(u, v) peut valoir 0 et Ig 0 étre donc

indéfini. Dans cet algorithme, définissons donc Ig 0 = —.) Par conséquent, si nous
assignons les poids w(u, v) = — Ig r(u, v), nous avons un probleme de plus court chemin.
Comme Ig 1= 0, Ig x < 0 pour 0 < x <1 et que nous avons défini Ig 0 = —oo, tous les poids w
sont non négatifs et nous pouvons employer 1’algorithme de Dijkstra pour trouver les plus
courts chemins depuis s en temps O(A + S Ig S).

Autre solution

Vous pouvez aussi travailler avec les probabilités originales en exécutant une version
modifiée de 1’algorithme de Dijkstra qui maximise le produit des fiabilités sur un chemin
au lieu de minimiser la somme des poids sur un chemin.

Dans I’algorithme de Dijkstra, utilisez les fiabilités comme poids d’arc et substituez :

e max (et EXTRAIRE-MAX) & min (et EXTRAIRE-MIN) dans le relachement et dans la
file,

e . a+dans le relachement,

e 1 (élément neutre pour .) a 0 (élément neutre pour +) et —co (élément neutre pour min)
a oo (élément neutre pour max).

Par exemple, nous devrions employer le code suivant au lieu de la procédure RELACHER
usuelle :

RELACHER-FIABILITE(U, V, I)
sivd<ud.r(u,Vv)
vd=ud.r,v)
V.Tt=1u
Cet algorithme est isomorphe au précédent : il effectue les mémes opérations, sauf qu’il
travaille avec les probabilités originelles au lieu des probabilités transformées.

Solution de ’exercice 24.4-7

Observez que, apres la premiére passe, toutes les valeurs d sont au plus O et que le
relachement des arcs (vo, v;) ne modifiera jamais une valeur d. Par conséquent, nous
pouvons éliminer vp en exécutant 1’algorithme de Bellman-Ford sur le graphe des
contraintes sans le neeud Vo, mais en initialisant toutes les estimations de plus court chemin
a0aulieu de 1.



Solution de P’exercice 24.5-4

Chaque fois que RELACHER initialise 7 pour un certain sommet, la procédure diminue
aussi la valeur d du sommet. Si donc s.w est initialisé a une valeur non NIL, s.d passe de sa
valeur initiale 0 a une valeur négative. Mais s.d est le poids d’un certain chemin de s a s,
qui est un cycle contenant s. Donc, il existe un cycle de poids négatif.

Solution du probléme 24-3

a. Nous pouvons employer ’algorithme de Bellman-Ford sur un graphe orienté pondéré
idoine, G = (S, A), que nous allons former comme suit. Il y a un sommet dans S pour
chaque devise et, pour chaque paire de devises c; et ¢;, il y a des arcs orientés (v;, v;) et (v;,
vi). (Donc, |S| =net |[A] =n(n-1).)

Pour déterminer les poids d’arc, commengons par observer que :
R[i,,i,]- R[i,,i,]. .. RMi, i ] R[i, ;] >1
si et seulement si
1 1 1 1
R[Il’ IZ] R[IZ ' |3] R[Ik—l’ Ik] R[Ik ' Il]

En prenant les logarithmes des deux cotés de I’inégalité précédente, nous exprimons cette
condition sous la forme

1 1 1 1
lg——+lg———+ - +lg————+lg———<0
R[Il’ IZ] R[IZ! I3] R[Ik—l’ Ik] R[Ik ' Il]
Par conséquent, si nous définissons le poids de I’arc (vj, v;) comme
W v, v, IgL
: RIi, ]
=-IgRI[i, j]

alors nous devons déterminer s’il existe un cycle de poids négatif dans G ayant ces poids
d’arc.

Nous pouvons déterminer s’il existe un cycle de poids négatif dans G en ajoutant un
sommet supplémentaire vo avec des arcs de poids 0 (vo, Vi) pour tout v; € S, en exécutant
BELLMAN-FORD depuis vy et en utilisant le résultat booléen de BELLMAN-FORD (qui
est VRAI s’il n’y a pas de cycles de poids négatif et FAUX s’il y a un cycle de poids
négatif) pour guider notre réponse. C'est-a-dire que nous inversons le résultat booléen de
BELLMAN-FORD.

Cette méthode fonctionne parce que 1’ajout du nouveau sommet Vo avec des arcs de poids
0 reliant v, a tous les autres sommets ne peut pas créer de nouveaux cycles, tout en
garantissant que tous les cycles de poids negatlf sont accessibles depuis vy.

Il faut un temps O(n ) pour créer G, qui a ®(n ) arcs. Ensgwte il faut un temps O(n ) pour

exécuter BELLMAN-FORD. Donc, le temps total est O(n ).

Une autre fagon de déterminer s’il existe un cycle de poids négatif consiste a créer G et,
sans ajouter v et ses arcs incidents, a exécuter 1’un des algorithmes de plus courts chemins
toutes paires. Si la matrice des distances de plus court chemin résultante a des valeurs
négatives sur la diagonale, alors il y a un cycle de poids négatif.



b. En supposant que nous exécutions BELLMAN-FORD pour résoudre la partie (a), il nous
suffit de trouver les sommets d’un cycle de poids négatif. Nous pouvons procéder comme
suit. Primo, nous relachons tous les arcs une fois de plus. Comme il y a un cycle de poids
négatif, la valeur d d’un certain sommet u changera. Tout ce dont nous avons besoin, ¢’est
de suivre de fagon répétée les valeurs n jusqu’a revenir en u. Autrement dit, nous pouvons
employer la méthode récursive donnée par la procédure AFFICHER-CHEMIN de la section
22.2, mais nous arrétons quanaq elle revient au sommet u.

La durée d’exécution est O(n ) pour exécuter B3ELLMAN—FORD, plus O(n) pour afficher
les sommets du cycle, soit en tout un temps O(n ).



Solutions choisies du chapitre 25:
Plus courts chemins toutes paires

Solution de P’exercice 25.1-3

. (0 . L s
La matrice L  correspond a la matrice identité

1 00 0
010 -0
=0 01 .- O
000 -1

de la multiplication matricielle ordinaire. Substituez 0 (I’identité pour +) a oo (I’identité
pour min) et 1 (I’identité pour -) & 0 (I’identité pour +).

Solution de ’exercice 25.1-5

L’algorithme des plus courts chemins toutes paires de la section 25.1 calcule
L(n—l) - Wn—l — L(O) . Wn—l

ou Ii,-("'l) =3(i, j) et L(O) est la matrice identité. C’est-a-dire que 1’élément a la iéme ligne et
la jeme colonne du « produit » matriciel est la distance de plus court chemin du sommet i
au sommet j, et la ligne i du produit est la solution du probléme des plus courts chemins a
origine unique pour le sommet i.

Remarquez que, dans un « produit » matriciel C = A - B, la iéme ligne de C est la iéme

ligne de A « multipliée » par B. Comme tout ce que nous voulons, ¢’est la iéme ligne de

C, nous n’avons jamais besoin de plus que la iéme ligne de A.

Par consequent, la solution du probléme des plus courts chemins a origine unique depuis le

sommet i est i - W™, ot L;® est la ieme ligne de L (vecteur dont le iéme élément est 0

et les autres sont o).

Effectuer les « multiplications » précédentes en partant de la gauche revient

essentiellement au méme que 1’algorithme BELLMAN-FORD. Le vecteur correspond aux

valeurs d de BELLMAN-FORD, estimations des plus courts chemins entre 1’origine et

chaque sommet.

e Le vecteur vaut initialement 0 pour ’origine et oo pour tous les autres sommets, la
méme chose que pour les valeurs configurées pour d par SOURCE-UNIQUE-
INITIALISATION.



e Chaque « multiplication » du vecteur courant par W relache tous les arcs, tout comme
le fait BELLMAN-FORD. C'est-a-dire qu’une estimation de distance dans la ligne,
disons la distance vers v, est remplacée par une distance inférieure, s’il y en a une,
formée par ajout d’un certain w(u, v) a I’estimation courante de la distance a u.

e Le relachement/multiplication se fait n — 1 fois.

Solution de I’exercice 25.2-4

Avec les exposants, le calcul est di = min(d;*?, dy ™ + d*™). Si, ayant laissé tomber
les exposants, nous devions calculer et mémoriser di ou dy; avant d’employer ces valeurs
pour calculer dij, il se pourrait que nous calculions I’une des valeurs suivantes :

d”(k) = min(d; (k1) , i ®4+d J(k—l))

dij () — = min(d; (k i) , i (k D+ dy (k))

d“—mm(d( ) d; <k>+d <k)

Dans n’importe lequel de ces scénarios, nous calculons le poids d’un plus court chemin
entre i et j avec tous les sommets intermédiaires dans {1, 2,..., k}. Si nous employons
di . et non d;,*?, dans le calcul, alors nous utilisons un sous- _chemin entre i et k avec tous
les sommets mtermedlalres dans {1, 2,..., k}. Mais k ne peut pas étre un sommet
intermédiaire sur un plus court chemin de i a k, car sinon il y aurait un cycle sur ce plus
court chemin. Donc, dy® = di*™. Un raisonnement similaire montre que d® = d*™.
Par conséquent, nous pouvons laisser tomber les exposants dans le calcul.

Solution de I’exercice 25.3-4

Cela modifie les plus courts chemins. Soit le graphe V = {s, X, y, z}, avec 4 arcs : w(s, X)
= 2 w(X, y) =2, w(s, y) =5 et w(s, z) = —10. Ajoutons donc 10 & chaque poids pour falre
W. Avec 1, le plus court chemin entre s et y est s — x — Y, avec le poids 4. Avec W, le
plus court chemin entre s ety est s — vy, avec le poids 15. (Le chemin s — x — y a le poids
24.) Le probléme est que, si I’on se contente d’ajouter la méme quantité a chaque arc, on
pénalise les chemins ayant plus d’arcs, méme si leurs poids sont faibles.



Solutions choisies du chapitre 26 :
Flot maximal

Solution de ’exercice 26.2-11

Pour deux sommets quelconques u et v de G, nous pouvons définir un réseau de flot G,
composeé de la version orientée de G avec s = u, t = v et toutes les capacités d’arc fixées a
1. (Le réseau de flot G, a S sommets et 2 | A | arcs, de sorte qu’il posséde O(S) sommets et
O(A) arcs, comme exigé. Il faut que toutes les capacités soient 1, de fagcon que le nombre
d’arcs de G traversant une coupe soit égal a la capacité de la coupe dans G,.) Soit f,, un
flot maximum dans Gy,.
Nous affirmons que, pour tout u € S, la connectivité d’arc k est égale a VQQLnu}{' fw|}.
Nous prouverons plus loin la validité de cette affirmation. En supposant qu’elle soit vraie,
nous pouvons trouver k ainsi :
CONNECTIVITE-D’ARC(G)
k=
choisir un sommetu € G.S
pour chaque sommet v € G.S — {u}

configurer le réseau de flot G,, comme précédemment expliqué

trouver le flot maximal f,, sur G,

k=min(k, |fw]|)
retourner k
L’affirmation découle du théoréme du flot maximal/coupe minimale et de la fagcon dont
nous avons choisi les capacités pour que la capacité d’une coupe soit le nombre d’arcs la

traversant. Nous allons montrer que k= min {|f,[3 pour tout u € S en montrant
veS—{u}

séparément que k est au moins ce minimum et que k est au plus ce minimum.

. Démonstration que k > min {|f [¥. Soit m= min {|f |-
VES{U}{| “"|} l/eS{u}{| “"|}

Supposez que nous supprimions seulement m — 1 arcs de G. Pour tout sommet v, d’aprés le
théoréme du flot maximal/coupe minimale, u et v sont encore connectés. (Le flot max de u
vers v est au moins m, donc toute coupe séparant u de v a une capacité au moins m, ce qui
implique qu’au moins m arcs traversent une telle coupe. Par conséquent, il reste au moins
un arc traversant la coupe quand nous supprimons m — 1 arcs.) Par conséquent, chaque
nceud est connecté & u, ce qui implique que le graphe est encore connexe. Il faut donc
supprimer au moins m arcs pour que le graphe ne soit plus connexe, ce qui veut dire que

k= min {1}



*  Démonstration que k < min {|f,[}
veS—{u}

Considérons un sommet v ayant le |f,, | minimum. D’aprés le théoréme du flot
maximal/coupe minimale, il y a une coupe de capacité |fuv| séparant u et v. Comme
toutes les capacités d’arc sont 1, il y a exactement | fuv | arcs qui traversent cette coupe. Si
ces arcs sont supprimés, il n’y a pas de chemin entre u et v, de sorte que notre graphe

devient non connexe. D’ou k < min {| fuv|}.
veS—{u}

¢ En conséquence, I’affirmation que k < min {| fuv|} pour tout u € S est vraie.
veS—{u}

Solution de I’exercice 26.3-3

Par définition, un chemin améliorant est un chemin simple s ™+t du réseau résiduel G; .

Comme G n’a pas d’arcs entre des sommets de L ni d’arcs entre des sommets de R, c’est
aussi le cas du réseau de flot G" et donc de G} . De plus, les seuls arcs impliquant s ou t

connectent s a L et R & t. Remarquez que, méme si les arcs de G ne peuvent aller que de L
aR, les arcs de G} peuvent aussi allerde R a L.

Par conséquent, tout chemin améliorant doit suivre
s—-L—-R—..—>L—>R-t

circulant, dans un sens puis dans ’autre, entre L et R au plus autant de fois qu’il peut le
faire sans utiliser deux fois un sommet. 1l contient s, t et des nombres égaux de sommets
distincts de L et R (au plus 2 + 2 - min(|L|, |R|) sommets en tout). La longueur d’un
chem|in allmfl':liolrant (a savoir, son nombre d’arcs) est donc bornée supérieurement par 2 -
min([L]|, |R|).

Solution du probléme 26-4

a. Il suffit d’exécuter une itération de 1’algorithme de Ford-Fulkerson. L’arc (u, v) dans A
avec capacité améliorée garantit que 1’arc (U, v) est dans le réseau résiduel. Recherchez
donc un chemin améliorant et, si vous en trouvez un, actualisez le flot.

Durée

O(S + A) = O(A) si nous trouvons le chemin améliorant par une recherche en profondeur
ou en largeur.

Pour voir pourquoi il suffit d’une seule itération, considérons séparément les cas ou (u, v)
est ou n’est pas un arc qui traverse une coupe minimum. Si (U, V) ne traverse pas de coupe
minimum, alors augmenter sa capacité ne modifie pas la capacité d’une quelconque coupe
minimum, et donc la valeur du flot maximum ne change pas. Si (u, V) traverse une coupe
minimum, alors augmenter sa capacité de 1 augmente la capacité de cette coupe de 1, et
donc risque d’augmenter la valeur du flot maximum de 1. Dans ce cas, soit il n’y a pas de
chemin améliorant (auquel cas c’est qu’il y avait une autre coupe minimum que (u, v) ne
traverse pas), soit le chemin améliorant augmente le flot de 1. Dans tous les cas, une
itération de Ford-Fulkerson suffit.

b. Soit f le flot maximum avant de diminuer c(u, v).



Sif(u,v) =0, il n’y a pas besoin de faire quoi que ce soit.

Si f(u, v) > 0, il faut actualiser le flot maximum. Supposons désormais que f(u, v) > 0, et

donc que f(u, v) = 1. ’ ,

Soit f (x, y) = f(x, y) pour tous x, y € S, sauf que f (u, v) = f(u, v) — 1. Bien que f obéisse a

toutes les contraintes de capacité, méme apres diminution de c(u, v), ce n’est pas un flot

licite, car il enfreint la conservation de flot en u (sauf si u =s) eten v (sauf siv=t). f aune
unité de flot de plus en entrée qu’en sortie en U et une unité de flot de plus en sortie qu’en
entrée env.

L’idée est de rediriger cette unité de flot, de fagon qu’elle sorte de u et arrive en v par un

autre chemin. Si ¢’est impossible, nous devons diminuer le flot de sa u et de v at d’une

unité.

Recherchons un chemin améliorant de u a v (remarque : pas de s a t).

e S’il existe un tel chemin, on augmente le flot sur ce chemin.

e S’il n’existe pas de tel chemin, on diminue le flot de s a u en augmentant le flot de u a
s. C’est-a-dire, on trouve un chemin améliorant u ™+ s et on augmente le flot sur ce
chemin. (Un tel chemin existe a coup sdr, car il y a du flot entre s et u.) De méme, on
diminue le flot de v a t en trouvant un chemin améliorant t ~~ v et en augmentant le
flot sur ce chemin.

Durée
O(S + A) = O(A) si nous trouvons le chemin améliorant par une recherche en profondeur
ou en largeur.
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